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Des intégrales des équations différentielles d’ordre 
quelconque. 


1 . Intégrer une équation différentielle entre deux va- 
riables x et j, c'est trouver toutes les valeurs de y en 
fonction de x qui y satisfont; ou, en d’autres termes., c’est 
trouver une équation entre x et y qui soit une consé- 
quence de la proposée, et réciproquement, dont celle-ci 
soit une conséquence. 

Sous le poiut de vue géométrique, c’est trouver toutes 
les courbes dont les coordonnées et leurs rapports différen- 
tiels des divers ordres satisfont à cette équation. 

Considérons l’équation générale de l’ordre rn , c’est-à- 
dire celle où m est l'indice de la dérivée de l’ordre le plus 
élevé qui y entre, quelles que soient d’ailleurs les puis- 
sances dont ces dérivées soient affectées. Soit cette équa- 
tion 


2 


Elle détermine 


et 
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il 1 ”) « . , < /> d m ~'y 

--ou lonchüii dex, y, — 

dx" ’ dx dx m ~' 

si on la différentie successivement, les rapports différen- 

d m, 'y d m +\Y 


liels 


dx n ~‘ ’ 


etc., seront déterminés en fonction 


rie * 4 

des mêmes quantités. 

Toute fonction de .r peut, en général , être développée 
en série , au moyen des théorèmes de Taylor, de Maclau- 
rin, ou de Bernoulli. Le premier est moins sujet aux 
exceptions parce qu’on peut choisir la valeur de jr qui 
entre dans les coefficients, de telle sorte qu’aucun d'eux 
ne devienne infini. Dans ce cas, la série sera nécessaire- 
ment convergente , pour toutes les valeurs de x comprises 
entre certaines limites déterminées, et quelquefois même 
pour toute valeur de x. 

Soit doncjy la valeur la plus générale qui satisfasse à 
l’équation (i). Si on la suppose développable d’après la 
formule de Maclaurin, on aura 



et si l’on remplace tous les coefficients à partir de celui 
de.r m , par leurs valeurs en fonction des précédents, dé- 
terminées comme nous l’avons dit , la fonction cherchée 
sera nécessairement comprise dans celles que représente 
ce développement , puisque l’on n’aura exprimé que des 
conditions auxquelles elle doit satisfaire. Et réciproque- 
ment, la fonction ainsi déterminée satisfait nécessaire- 
ment à l’équation différentielle; car, si l’on différence m 
fois les deux membres de l’équation (i), on obtient pré- 
cisément le développement de l’équation (i) résolue par 
, fl m Y 

rapport a --• 
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L’équation (a) donnerait donc la solution complète de 
la question , si toutes les valeurs de y étaient dévelop- 
pables de cette manière. Mais, dans tous les cas, il ne 
peut manquer que celles pour lesquelles certains coeffi- 
cients différentiels cesseraient d’être finis et déterminés, 
pour la valeur particulière x — o. 

2. Si l’on avait développé, d’après le théorème de 
Taylor, suivant les puissances de ,r — x 0 , on aurait eu 
comme conséquence de l’équation (i) 



les coefficients étant toujours déterminés à partir de l’or- 
dre-m, au moyen de l’équation (i) et se rapportant à 
x ~x 0 -, et réciproquement, l’équation (i) se déduirait 
de celle-ci par m différentiations successives. 

La valeur arbitraire x„ pourrait bien être choisie de 
manière à ce qu’aucun coefficient de la série ne devint 
infini, si ces coefficients ne dépendaient que de:r 0 ;mais 
comme ils renferment encore la valeur correspondante 
de y et de ses dérivées, il pourra arriver qu'une certaine 
fonction y = <j> (x), tout en satisfaisant à l’équation diffé- 
rentielle, rende infinis ou indéterminés certains coeffi- 
cients du développement , quel que soit x 0 ; nous en don- 
nerons bientôt un exemple. 

On voit par là que les formules ( 2 ) et (3) peuvent 
11 e pas renfermer toutes les fonctions qui satisfont à l’é- 
quation ( 1 ). 11 est inutile de dire que ces deux formules 
coïncident lorsque toutes les solutions sont développables 
au moyen de l’une et de l'autre, puisqu'elles représentent 
alors identiquement les mêmes fonctions. Dans les limites 
où elles sont suffisamment convergentes, elles peuvent 
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servir à (Jonner, par approximation , la valeur de la fonc- 
tion cherchée. On donne le nom d 'intégrale générale de 
l'équation (i) à l’équation (3), dont l’équation (a) n’est 
qu’un ras particulier correspondant à x 0 = o. 

L’équation (3) satisfaisant .à l’équation proposée, quelles 
que soient les valeurs des ni premiers coefficients y ai 



puisqu'ils disparaisscut au moyen des 


i/i différentiations qui conduisent de l'équation (3) à la 
proposée, nous en conclurons que V intégrale générale 
d'une équation différentielle de l'ordre m renferme 
nécessairement m constantes arbitraires qui sont les 
valeurs de la fonction cl de ses m — î premières dé- 
rivées correspondantes à une valeur de x prise à vo- 
lonté. 

3. Il est facile de démontrer réciproquement que toute 
équation entre x et y qui satisfera à l’équation différen- 
tielle, et renfermera ni constantes arbitraires, est iden- 
tique avec l’intégrale générale représentée par le déve- 
loppement (3). En effet, si l’on conçoit qu’on développe, 
suivant les puissances de x, la valeur de y donnée par . 
cette équation, les m premiers coefficients renfermeront 
.T 0 et les ni constantes arbitraires et pourront prendre 
tontes les valeurs possibles, en choisissant convenable- 
ment ces constantes, quelle que soit d'ailleurs la valeur 
qu'on prenne pour X 0 , ils peuvent donc être regardés 
comme entièrement arbitraires; et comme les suivants 
en dépendent d’après l’équation (i), le développement ne 
différera pas de celui que donne l’équation (3). D’où ré- 
sulte cette importante proposition, que toute équation 
entre x et y qui satisfait à une équation différentielle de 
l'ordre ni , en est l’intégrale générale lorsqu'elle ren- 
Jérrne ni constantes arbitraires , au moyen desquelles il 
soit possible de donner des valeurs arbitraires à la fonc- 


Digitized by Google 



SECOND* PAUTIE. 


5 

lion et à ses m — i premières dérivées , pour une certaine 
valeur de x. 

4. La dernière condition exprimée dans celte propo- 
sition est indispensable parce qu’une équation peut ren- 
fermer m constantes, susceptibles d’être réduites à un 
moindre nombre par des transformations. Ainsi, lors- 
qu’on voudra s’assurer si cette équation constitue l’intc- 
grale générale, il faudra la dillérentier m — i fois, et 
chercher si l’on peut donner aux m constantes des valeurs 
telles, que pour une valeur donnée de x on en puisse 
tirer des valeurs arbitraires de y et de ses m — i pre- 
mières dérivées. Et pour cela il suffira de reconnaître si 
les m équations peuvent être résolues par rapport aux m 
constantes, sans qu’il en résulte aucune absurdité : car 
alors pour une valeur quelconque de x, ou pourra choisir 
arbitrairement)' et ses m — i premières dérivées. 

Si par exemple on avait trouvé qu’une équation du se- 
cond ordre fût satisfaite par la valeur 

y = Ce" -f- C'e*'*, 

C, C étant des constantes arbitraires , ou eji tirerait 

= «Ce" 1 -+- u'CV'i 
dx 


or, quelque valeur finie que l’on donne à x, ces deux 
équations donnent des valeurs finies pour C et C, si l’on 
n’a pas a = a . D’où il suit que, si a' est différent de a, la 
valeur trouvée de y est l’intégrale générale. 

Si l’on avait obtenu une solution de celte forme 

y — C sin nx -f- C' cos ox, 

on en déduirait 


— = nC roi nx — nC sin ax ; 
dx 
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d’où I on tirerait toujours des valeurs finies pour C et CT, 
pourvu que a ne fût pas nul ; la valeur de y serait donc 
encore l’intégrale générale. 

Il en sera de même pour une expression de la forme 

y = C sin(x a) -f- C' sin(x -f- a') ; 

si on ladillérentie, et qu’on prenne, pour plus de simpli- 
cité, Xt, = o , on trouve 

y a = C sin a -t- C' sin a ' , 

= Ccosa -+• C'cosa', 



et l’on tirera de là des valeurs finies pour C et C, 
n’a pas 

sin a cos-o' — sin a' cos a — o. 


ou 


a ' = a rt nv , 


si l’on 


n étant un nombre entier. La valeur de y sera donc l’inté- 
grale générale , excepté dans ce cas particulier. 

Mais si l’on trouvait pour solution d’une équation du 
troisième ordre 


y = C sin(x -f- a) -H C' sin(x -t- a') -+- C" sin(x -t- a"), 
en düTércntiant deux fois, puis faisaut x — o , on aurait 
y, = C sin a -t- C' sina' -I- C" sina", 

= C cosa -+- C' cosa ' C" cos a", 

— ^7*7^ = C sin a 4- C' sina' -t- C" sina". 

Or, la première et la troisième de ces dernières équations 
étant incompatibles, si l’on laisse y„ et indépen- 

dants l’un de l'autre, on voit qu’il est impossible de dé- 



Digitized by Google 



SKCO.tDfc TABTIK. 


7 

terminer les trois constantes du manière que > cl scs deux 
premières dérivées aient des valeurs quelconques pour 
x = o: donc la valeur dey n'est pas l’intégrale générale, 
et il est facile de voir dans cet exemple que les constantes 
pouvaient être réduites à deux ; car, en développant les 
sinus, on trouve 

y — (C cos a + C' cos a ' -f- C" cos « ") sin-c 

-t- (C sinu -f- C'sina' -4- C" siiwi") cosjt, 

et la valeur de y ne renferme réellement que deux con- 
stantes arbitraires, qui sont les coefficients de sinx et 
cosx. 

5. Lorsque dans l’intégrale générale d’une équation 
on donne des valeurs particulières à une ou plusieurs 
des constantes arbitraires qu’elle renferme , cette solu- 
tion se nomme une intégrale particulière. 

Lorsqu’on satisfait à une équation différentielle au 
moyen d’une équation qui n’est pas renfermée dans l’in- 
tégrale générale , on a ce que l’on appelle une solution 
singulière, ou une intégrale singulière. 

11 faut alors, comme nous l’avous déjà remarqué, que 
des coefficients du développement (3) deviennent infinis, 
ou indéterminés quel que soit .r 0 ^et par conséquent lors- 
qu’ôn le remplace par la variable x. Et comme ces coeffi- 
cients ne renferment que des dérivées d’ordre inférieur 
à /«, il en résulte que la valeur y =<? (x), qui constitue 
une solution singulière d’une équation différentielle de 
l’ordre m , doit satisfaire en même temps à cette équation 
et à une autre équation différentielle, d’un ordre infé- 
rieur, dans laquelle il n’entre Aucune constante arbitraire. 

Si par exemple l’équation proposée est du premier 
ordre, les solutions singulières ne pourront être données 
que par des équations entre x et y sans constante arbi- 
traire; et. par conséquent-, une solution renfermant une 
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constante arbitraire ne pourra être que 1 intégrale gé- 
nérale. 

Mais si l’équation proposée était d’un ordre supérieur 
au premier, la solution singulière serait , en général , une 
équation différentielle, d’un ordre inférieur d’une unité, 
qui donnerait une intégrale renfermant des constantes 
arbitraires. On voit donc que les solutions singulières des 
équations différentielles de l'ordre m peuvent être don- 
nées par des équations entre x,y et m — i constantes au 
plus. On ne peut donc toujours conclure de la présence 
de constantes arbitraires, qu’une solution est une inté- 
grale particulière et non une solution singulière. 

6. Nous allons maintenant donner un exemple du cas 
annoncé dans le n° 2. Considérons l’équation différen- 
tielle 

dy i 

_ + o. 

On en tire par des différentiations successives 


d'y 

dx' 


, (dy 

\ 

1 \d.r 

I 


{y-*Ÿ 


— î(x — *) 


d\r • , , . 


et l’on trouvera , eu employant la formule ( 2 ), 


On reconnaît facileme'nt qu’en posant 


T/»' — c » 


cette équation se réduit à 

1 \ 

(") r =•*-+- (î) ! (r — *)’, 
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et cette valeur se trouverait directement, en posant dans 
l’équation proposée — x = z , ce qui la réduit à 


d’où 


dz 

<lx 


= o. 


z 1 dz — — dx; 


intégrant les deux membres, et ajoutant une constante 
arbitraire c à l'un d’eux, on aura 



d’où 

==(!)’ ( c — *)’ > ««» r = *-t-(ï)’( c — *)’• 


Cette équation donne identiquement les mêmes solutions 
qne la proposée, pourvu qu’il ait été permis de diviser 

I 

par z 5 ce qui exige que z ou j" — x ne soit pas zéro. Si 
douc y — x= o ne peut satisfaire à la proposée, l’équa- 
tion (a) en dounera toutes les solutions -, mais si y — x=o 
y satisfaisait, il y aurait des solutions qui pourraient ne 
pas être renfermées dans l’équation (a); cl, en eflêt , 
y — i = onc satisfait pas à cette dernière , quelque va- 
leur que l’on donne à la constante arbitraire, et satisfait 
cependant à la proposée. Fille est donc ce que nous avons 
nommé solution singulière. 

Cette solution n'étant pas renfermée dans l’intégrale 
générale, voyons ce que deviennent les coefficients du 
développement le plus général de y, donné par la for- 
mule (3). 

Or il est évident que, si l’on fait y = x, tous les coeffi- 


cients dill’érentiels , à partir de 


— î deviennent infinis: 
dx 


et si l’on n’avait pas supprimé le facteur commun ( r — x) ’ 
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aux deux termes de la valeur de , elle se serait pré- 


sentée sous la forme J. 

Cet exemple montre qu’il peut arriver, comme nous 
l’avions annoncé précédemment, qu’une valeur de >' eu x 
satisfaisant à une équation différentielle , et développable 
suivant les puissances de x, ne donne cependant pas un 
développement possible en partant de l’équation dilléren- 
lielle proposée , et que , par conséquent , on ne peut ré- 
pondre que l’intégrale, dite generale, renferme toutes les 
solutions de l’équation proposée; ou, en d’autres termes, 
qu’il n’existe pas de solutions singulières. 

7. S’il arrive que l’une des équations obtenues par la 
différentiation de la proposée soit décomposablc en deux 
facteurs dont l’un soit d’un ordre inférieur à l’autre, et 
qu’on égale à zéro celui de l’ordre le moins élevé, on 
obtient une équation de plus entre les dérivées déjà consi- 
dérées; il y aura, par conséquent, une arbitraire de moins 
dans ce développement de-)', qui, en général, ne sera pas 
compris dans l’autre développement qui renferme m con- 
stantes arbitraires. 

Considérons comme exemple l’équation 



On trouve, en la différcnlianl, 


(*M 


(t'y 

~dï' 


o. 


Fii considérant le facteur du second ordre, on aura, pai 
des différentiations successives, 


d‘ y _ <l'j_ 

dx 7 ° ’ dx‘ 


l’équation (b) donnera en conséquence, par le développc- 
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ment de Maclaurin , 

y = y, + * v(r.- 

En considérant maintenant le facteur du premier ordre, 
on trouve 

iljr x d'y ( <l\r 

dx 1 ' dx 1 1 ’ dx 1 ’ 

Observons maintenant que y 0 n’est plus arbitraire parce 
qu’on a deux équations entre x, y et ^ , et qu’on eu lire 
pour 



On a donc , pour y, la valeur suivante sans constante arbi- 
traire, 



laquelle n’est pas comprise dans l’intégrale qui renferme 
une constante arbitraire, et, par conséquent, est une solu- 
tion singulière. 

Des équations différentielles d'une équation à deu.x 
variables. 

8. Si l’on considère une équation à deux variables 
F — o et qu’on en déduise d’une manière quel- 
conque une autre équation qui renferme x, y et des déri- 
vées de y par rapport à x, cette dernière est ce qu'on ap- 
pelle une équation différentielle de la première. Elle est 
une conséquence de cette équation, mais celle-ci n’en est 
pas toujours une conséquence nécessaire. Ainsi , nous 
avons vu qu’une fonction de x n’a qu’une dérivée; tandis 
qu’une dérivée peut correspondre à une infinité d’inté- 
grales, qui diffèrent par la valeur d’une constante. 

Si entre l’équation primitive et celle que l’on obtient 
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en diflérentiant une ibis scs deux membres, on élimine 
une constante a , ou aura une certaine équation diffé- 
rentielle du premier ordre de la proposée. Et générale* 
ment, si Ion différence m fois la proposée, on pourra 
éliminer m quelconques des constantes qui y entrent, et 
l’on obtiendra ainsi une équation différentielle de l’ordre 
m de l’équation primitive, qui renfermera m constantes 
de moins qu’elle. On aurait une équation différente, du 
môme ordre, si l’on éliminait entre les mêmes équations 
m autres constantes. 

On doit môme observer que toute équation différen- 
tielle peut être considérée comme obtenue de celte ma- 
nière; car nous avons démontré que, si clic est de l’ordre 
m, son intégrale générale renferme m constantes arbi- 
traires qui ne sont pas dans l’équation différentielle. Donc 
celle-ci n'a pu être déduite de l’autre qu’en éliminant ces 
constantes entre elle cl celles que l’on en aura tirées au 
moyen de m différentiations successives. 

Mais ces différentiations peuvent être laites de bien 
des manières différentes : 

Si par exemple on ne veut éliminer qu’une constante, 
on pourra différentier l’équation après l’avoir mise préa- 
lablement sous telle forme que l’on voudra ; on aura ainsi 
diverses équations du premier ordre, et l’on éliminera la 
constante entre l’une quelconque d’entre elles et l'équa- 
tion proposée. 

Si l’on veut éliminer deux constantes , on pourra dilfé- 
rentier deux fois de suite l’équation mise sous une forme 
arbitraire; on aura ainsi trois équations renfermant les 
deux quantités à éliminer. Ou bien encore on éliminera 
d’abord l’une d’elles entre l’équation proposée et celle 
du premier ordre qu’on en déduira; puis, traitant de 
même l’équation ainsi obtenue, on en éliminera la seconde 
constante. 
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Les combinaisons seraient plus multipliées encore s’il 

s’agissait d’éliminer un plus grand nombre de constantes. 

Or nous allons démontrer que , de quelque manière que 

cette élimination ait été faite, on obtient toujours la 

, . . * dy . 

meme équation entre x, j-, etc., et les constantes non 


éliminées. 

Supposons en ell’et, s’il est possible, que l’on par- 
vienne ainsi à deux équations différentes, en éliminant 
les mêmes constantes en nombre m , et soient ces deux 


équations, résolues par rapport à 


(l m y 
dx m 


d "Y .. , 

( dy 

d—'y'x 

-- — = b 
*/.r" 1 


(Lx m ~ y J 

V 

II 

m * 

! dy 

d m ~ l r \ 

x, 7 ,-,.. 

flx"-' ) 


D’après ce qui a été démontré, si l’on déduit de l’une ou 
de l'autre une équation entre x, y et m constantes arbi- 
traires, on obtiendra l’équation même d’où elles ont été 
tirées, et, par conséquent, on aura des résultats identiques. 
Si donc on les ordonne par rapport aux puissances de 
x — x 0 , les coefficients des différentes puissances seront 
respectivement égaux , en supposant toutefois que les co li- 
stantes v, ^ - -7 ^ , correspondantes à la même 

valeur x 0 , soient les mêmes de part et d’autre. 

Or les développements auront respectivement pour 

• fjf - jr !*• 

coefficients de - — ~ — les deux expressions 


F 

/ 
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Il faut donc que, quel que soit .r„ , ces deux fonctions 
soient égales , pour toutes les valeurs données arbitraire- 

• • / '<y\ ( rl m ~' y\ 

ment, aux quantités jr a , J \' iy"~ ï) * ‘’ tauxcon ” 

stantes non éliminées, qui sont les 'mêmes de part et 
«l'autre; par conséquent, toutes ces diverses quantités 
doivent y entrer d’une manière identique. Mais plies y 


<h- 


entrent de la même manière que x, y, — 


■y 


dx m ~ 


et 


les constantes non éliminées entrent dans les deux expres- 


fi m r 


sions de - donc ces deux expressions sont identiques, 
et les deux équations différentielles , résolues par rapport 
à ■< le sont par conséquent ; d’où se d« : duit cette impor- 


tante proposition: 

De quelque manière que l'on parvienne à une équa- 
tion différentielle de l’ordre m, en partant d’une mémo 
équation entre x et y, et éliminant les memes constantes 
en nombre m, on ne peut obtenir qu’une seule et même 
équation . 

9. Cette proposition donne lieu à quelques remanjues 
utiles. 

Eu effet, parmi toutes les manières d’opérer ce calcul , 
choisissons en particulier la suivante : 

Eliminons d’abord l’une des constantes entre l’équa- 
tion proposée et sa première dérivée. Eliminons de même 
une seconde constante entre 1 équation obtenue et sa 
dérivée; puis une troisième constante entre la nouvelle 
équation ainsi obtenue et sa dérivée, et ainsi de suite jus- 
qu’à ce que les m constantes désignées aient disparu. 
Sous aurons ainsi l’équation cherchée du m iimr ordre; 
et, par les raisons déjà données , cette équation , et même 
toutes les intermédiaires, seront identiques à celles que 
l’on obtiendrait par d’autres procédés , en éliminant les 
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mêmes constantes. Mais l'ordre dans lequel on élimine 
les f/l constantes détermine les équations intermédiaires; 
et autant on peut faire de combinaisons n à n avec ni 
lettres, autant on pourra obtenir d’éqpations différentes 
de l’ordre n , dont chacune ne pourra d’ailleurs avoir 
qu’une seule forme. On tire de là cette conséquence im- 
portante : 

Toute équation différentielle de l’ordre rn peut être 
déduite de ni équations différentes de l’ordre m — i , 
qui renferment chacune une constante arbitraire ; de 


m -"‘ — — équations de l'ordre m — 2 , qui en renferment 


, , , , , — 1 ) ... (m — n -f- 1) , 

deux: et généralement de — — 1 de 

l’ordre m — n, renfermant n constantes arbitraires. 

10 . D’après cela, si l’on a à intégrer une équation de 
l’ordre m , on pourra chercher ses m intégrales premières. 
Si l’on parvient à les déterminer, on aura m équations 

( l Y rf™ —1 y • . 

entre x, y, -?-*•••> . renfermant chacune une con- 
dx dx m ~‘ 

stantc arbitraire; et, par conséquent, en éliminant les 
ni — 1 dérivées de x, on obtiendra une équation entre 
x, y et m constantes arbitraires : on aura donc l’intégrale 
générale de l’équation proposée. 

11 . Il est quelquefois plus facile de trouver les inté- 
grales premières de l’équation de l’ordre /n-f- 1 que l’on 
obtient en diflerentiant la proposée. .Mais alors l’inté- 
grale générale de cette dernière sera celle de la première, 
à l’un des membres de laquelle on aurait ajouté une con- 
stante arbitraire; et si l’on connaissait l’intégrale de 
l’équation de l’ordre m -f- 1 , on aurait celle de la propo- 
sée en y faisant cette constante nulle. F.n conséquence on 
cherchera les ni -f- 1 intégrales premières; on en élimi- 
nera les m dérivées dejq puis on supposera nulle la con- 
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stanle en question. Mais l'une des intégrales premières 
n’est autre chose que la proposée augmentée de cette con- 
stante et se réduit , par conséquent, à la proposée , en sup- 
posant cette constante nulle; donc, si l’on peut obtenir m 
intégrales premières de l'équation de l’ordre m ■+• I , qui 
ne renferment pas la proposée , il suffira d’éliminer, entre 
celle-ci et les m intégrales, les rn dérivées de y, et l'on 
aura l’intégrale générale demandée. 

Si l’on peut trouver l’intégrale générale de l’équation 
de l’ordre m -f- i , par un moyen quelconque, elle renfer- 
mera m— |— i constantes arbitraires; mais ces constantes 
seront liées entre elles par une équation que l’on obtien- 
dra en substituant la valeur trouvée de y dans l'équation 
proposée; de sorte que l’on aura seulement m constantes 
arbitraires , comme cela doit être. 

Antre moyen de déterminer les intégrales des équations 
différentielles. 

12. Au lieu de faire servir l'équation différentielle à la 
détermination des coefficients du développement de l’inté- 
grale, on peut l’employer à calculer, avec autant d’ap- 
proximation que l’on voudra , les accroissements successifs 
de la valeur de y, et, par suite, cette valeur elle-même. On 
n’aura pas ainsi l’expression dey au moyen do. x, mais 
autant de valeurs particulières que l’on voudra; en 
d’autres termes, on connaîtra approximativement autant 
de points qu’on voudra de la courbe représentée par l’é- 
quation que l'on cherche. 

Considérons d'abord l’équation du premier ordre , que 
l’on peut toujours supposer mise sous la forme 

dy = F (jt, y) d.t. 

Si l'on se donne à volonté la valeur y„ correspondante 
à un x arbitraire .r 0 , l'équation donnera l’accroissement 
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que prend j quand x devient .r„ -+- a ; sa valeur sera 
<ly t = F(x<,,y 0 )ac, en négligeant toutefois les quantités 
du second ordre par rapport à a. Désignant par x y' 
ces deux nouvelles valeurs de x et y , l’accroissement de 
y' relatif à un accroissement a. de x' -aura pour valeur 

<h' = 

en négligeant encore les quantités du second ordre par 
rapporta*, ainsi que l’erreur encore plus petite prove- 
nant de la valeur de y dans laquelle on a négligé une 
quantité du second ordre. En continuant ainsi , et négli- 
geant toujours les quantités du second ordre par rapport 
à a, on aura autant de valeurs que l’on voudra de y, ou 
autant de points qu’on voudra de la courbe qui satisfait k 
l’équation différentielle, et passe par le point arbitraire 
dont les coordonnées sont x 0) j 0 - On voit par là qu’une 
équation du premier ordre a une infinité d’intégrales qui 
ne diffèrent les unes des autres que par la valeur d’une 
constante, qui est iy correspondant à une valeur de x 
choisie arbitrairement. L’expression générale de y, résul- 
tant des calculs précédents, est 

/=/. + F (J.. /.) * + f + + F(x„ y„) ajâ -f- ..., 

le nombre des termes à prendre dépendant de la valeur 
de x que l’on considère-, et l’on aurait sans erreur la va- 
leur de en fonction de x, si l’on pouvait trouver la 
limite vers laquelle tend la somme de // — {— i termes de 
cette suite, en supposant — x — .r 0 , et a décroissant 
indéfiniment. 

13. Il est à remarquer que cette manière de détermi- 
ner les diverses intégrales de l’équation différentielle 
s’applique à toutes les solutions ; les intégrales particu- 
lières et les intégrales singulières s’y trouvent également 
comprises; ce qui n’a pas lieu dans les autres méthodes. 

On procéderait d’une manière semblable si l’on avait 

édit. 2 
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à intégrer une équation du second ordre, dont lu forme 
peut toujours être supposée réduite à celle-ci 


rf*r / dy\ ,dr ,, / dr\ 

= F ( r ’ * s) ’ 0,1 ' V\ y ' s) ,/l - 

On se donnerait arbitrairement les valeurs j - , cor- 

respondantes à .r 0 , et l’équation ferait connaître l'accrois- 
sement de — relatif à l’accroissement a de .r; on aurait 
dx 

ainsi la valeur de—- correspondante à x„-f-oc; d'ailleurs 

l'accroissement dej serait connu, puisqu'on donne 
On connaîtrait donc, pour la valeur ,r„ a , les valeurs 
correspondantes de a et et l’on répéterait indéfini- 


ment cette opération. On voit par là qu'il y a deux con- 
stantes arbitraires dans 1 intégrale d'une équation du se- 
cond ordre. Le procédé que nous venons de suivre ne fait 
connaître que par approximation les valeurs des inté- 
grales; ou ne les connaîtrait exactement qu’en détermi- 
nant la limite de la série quand x tend vers zéro, et qu’on 
pose , comme dans le cas précédent , nx — x — x 0 . 

Les mômes considérations s’appliquent évidemment 
aux équations de tous les ordres. 


Intégrales singulières des égaillions du premier ordre, 
déduites de l'intégrale générale. 

. 14. Soit (i).\ . F(x, jr, a) = o l’intégrale générale 

d'une équation différentielle du premier ordre, a étant la 
constante arbitraire, qui , éliminée entre l’équation (i) et 
sa dérivée 

<1 F r/F dy 

(? = i>, 

a. v ay dx 
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conduit à i’équation différentielle proposée. Il s’agit de 
savoir si cette dernière peut admettre des solutions qui ne 
soient pas renfermées dans l'intégrale générale. 

Or toute équation entre x et y peut se mettre sous la 
forme 

( 3 ) r,y)=o, 


i ? étant une certaine fonction de x et y, et F désignant la 
même fonction que dans l’équation (t) où l’on a remplacé 
la constante a par la fonction p. F.n effet, si l’on égale 
F (x, y, p) à une fonction quelconque, on tirera pour p 
une valeur qui rendra cette équation identique. On peut 
donc supposer que l’équation (3) représente une solution 
quelconque de l’équation proposée, et il reste à voir ce 
que doit être pour cela la fonction p. 

F.n différentiant l’équation (3), on trouve, en désignant 

par -3- la dérivée totale de p, 


( 4 ) 


f/F r/F dy f/F dy 

d.r dy dx df rlx 


équation dans laquelle on peut remettre la valeur © tirée 
de (3), ce qui produit le même effet, dans les deux pre- 
miers termes de (4), que si l’on tirait a de (i) pour le 
reporter dans (a). Donc, pour l’identité des valeurs de 

il est nécessaire et suffisant que la substitution de p 
rende 


(S) 


f/F df 

dy dx 
f/F ‘ = °’ 
dy 


y étant regardé comme la fonction de x cherchée; cc qui 
peut avoir lieu de plusieurs manières. 

3 . 
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-, . tira y . 

i“. î>i =(», y ii est autre chose < j it une constante, 

H l'équation (3) coïncide avec l'intégrale générale. 

il F 

a". Si l'on égale à z ^ ro après la substitution de la 

dy 

valeur de <)> tirée de (3), ce qui détermine la valeur cher- 
chée de i , on a le même résultat que si l'on déterminait ^ 
dF 

par l'équation ^=o, et qu’on reportât sa valeur dans (3). 

dy 

D’où l’on conclut que, quand on a l'intégrale générale 
d’une équation différentielle du premier ordre, on aura 
toutes les autres intégrales en éliminant la constante 
entre l'équation intégrale et sa dérivée partielle par rap- 
port à la constante, égalée à zéro; ou sa dérivée partielle 
par rapport à y , égalée à l'infini. Néanmoins il faudra 
s'assurer si chacune de ces hypothèses annule réellement 
le premier membre de l’équation (5) et ne le réduit 

. o 
pas a -■ 

Il sera encore nécessaire de s'assurer si les solutions 
ainsi obtenues ne sont pas renfermées dans l’intégrale gé- 
nérale. Dans ce cas particulier, on aura une intégrale par- 
ticulière au lieu d’une intégrale singulière. 

15. Sous quelque forme qu'on mette l’équation (i), 
l’application des règles précédentes doit nécessairement 
conduire ans mêmes solutions, et c’est ce que l’on peut 
vérifier en observant que le rapport des deux dérivées 

partielles — » — sera toujours le même, apres avoir 

substitué la valeur de ) tirée de F = o , quoique chacune 
de ces deux dérivées change quand on transforme l'équa- 
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lion F = o. Kn effet, si l’on a une équation quelconque 
F (.r, y, z , h) = o, le rapport des deux dérivées par- 
tielles du premier membre par rapport à deux des va- 
riables, u et z par exemple, exprime toujours, au signe 
près, la dérivée de l'une des variables n et z par rapport 
à l’autre ; et par conséquent , après l’élimination de l’une 
des deux, il ne dépend pas de la forme sous laquelle on 
présente l'équation qui les lie. 

Ainsi, lorsqu’une transformation de l’équation (i) 
* , dV 

fera perdre des solutions à l'équation — = o, elle les 

fera acquérir à l’équation ~ = o. 

dy 

10. L’intégrale singulière a une liaison géométrique 
très-remarquable avec l’intégrale générale. En effet, en 
éliminant a entre l’équation (i) et sa dérivée partielle par 
rapport à a, on a l'équation du lieu des intersections 
successives des courbes représentées par l'équation (i) , 
dans laquelle on fait varier a d’une manière continue. 
Donc l’intégrale singulière représente la courbe enve- 
loppe des intégrales particulières. 

15. Si l’on construit, d’après l’équation différentielle , 
le lieu géométrique d’une quelconque de ses intégrales, 
comme nous l'avons indiqué précédemment, et que l’on 
choisisse pour l’ordonnée celle de la courbe enveloppe, 
correspondante à l’abscisse .To, L équation devra fournir 

deux valeurs générales de ■—» correspondantes l’une à 


l’enveloppe, l’autre à l'enveloppée, et qui seront égales, » 
pour le point commun à ces deux courbes. La construc- 
tion indiquée fournira alors les deux courbes. Il y a tou- 
tefois une exception remarquable à celte proposition : 
elle a lieu lorsque l e>iv eloppe qui représente I intégrale 
singulière est une ligne droite. 
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Eli eflet , si l’on part d’un point de cette droite, deux 
valeurs de y- sont égales eu ce point, et, par conséquent, 


les deux valeurs correspondantes de dy que l'équation 
fera connaître seront les mêmes , comme cela a lieu en 
général ; mais , dans le cas actuel , une de ces valeurs sera 
rigoureusement exacte , et ce sera celle qui correspond à 
la ligne droite dont l’équation du premier degré donne, 
sans rien négliger, dy — pdx , tandis que dans tout autre 
cas on néglige une quantité infiniment petite par rapport 
à dy. Il suit de là que le point voisin du point de départ 
appartient rigoureusement à l’enveloppe, et qu'on se 
trouve, par conséquent, dans le même cas que le premier. 
On voit donc que, dans ce cas, l’équation différentielle 
donnera l’intégrale singulière seulement, et aucune des 
intégrales particulières; et il est clair que c’est le seul 
cas où cela arrive: car, si le second point n’était pas rigou- 
reusement sur l’enveloppe, l'équation ne donnerait pas 


deux valeurs rigoureusement égales pour -j-» quand ou y 


substituerait les coordonnées de ce point; donc, à la va- 
leur suivante de x , on trouverait deux points au lieu 
d’un, et les deux ligues existeraient nécessairement. 

L’intégrale singulière peut aussi être déterminée au 
moyen de l’équation différentielle ellc-mêmè. Soit cette 
équation 


( 6 ) 


/(*> x> y') = °> 


dans laquelle y représente 


‘Jl 

dx 


La représentation géométrique de la solution singu- 
lière étant la courbe enveloppe de celles qui représentent 
les intégrales particulières, celles-ci se coupent générale- 
ment les unes les autres; cl, quand elles sont infiniment 
voisines, le point d'intersection devient un point de con- 
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tact et appartient à l’enveloppe. Ainsi l’équation (6) doit 
généralement donner pour une même valeur de x et y, 
au moins deux valeurs dillêrentes de y\ el deux de ces 
valeurs doivent devenir égales quand x et y se rappor- 
tent à un point de l’enveloppe, ou, en d’autres termes, 
satisfont à l’équation qui représente la solution singu- 
lière. On exprimera donc que l’équation (6) donne deux 

//* 

valeurs égales pour ce qui se fera en posant o, si 

f(x,y, y") est une fonction dont la forme soit unique. 
Si sa forme était multiple, on pourrait la réduire à être 
unique , ce qui rentrerait dans le premier cas : on pourrait 
aussi traiter successivement chacune des équations dis- 
tinctes renfermées dans J\x , y, y') = o , et exprimer 
qu'elles donnent des valeurs égales de y\ ou bien qu'une 
valeur de y' tirée de l’une est égale à une valeur de y 
tirée de l’autre. Si par exemple l’équation (6) était ré- 
solue par rapport à y', on ne pourrait employer que le 
dernier moyen el égaler ces valeurs deux à deux. Dans 
tous les cas, soit ® (x, jy, y') — o .une éqtlation expri- 
mant que l’équation (6) donne deux valeurs égales de y\ 
la solution singulière devra satisfaire à ces deux équa- 
tions, et par conséquent au résultat de l'élimination dey' 
entre elles. Opérant donc celte élimination, on aura une 
équation entre x, y qui renfermera la solution singulière 
si elle existe. On vérifiera donc si les diverses valeurs de 
y en x qu’elle fournit satisfont à l'équation (6); et si l’on 
en trouve qui ne rentrent pas d’ailleurs dans l’intégrale 
générale, on connaîtra la solution singulière. Soit comme 
exemple 


( 7 ). 


y = xy , +f( y > ). 


/ désignant une fonction qui n'ait qu une seule valeui 
pour une ménie valeur de y’. Nous aurons, pour êoudi- 
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liou d'égalité de deux valeurs de y , 

(8) < x+/'( r ') = o, 

et il faudra éliminer y' -entre ces deux équations. 11 reste 
à vérifier que l’équation résultante en x, y. satisfera à la 
proposée (7). En effet, supposons que de l'équation (8) 
on tire y' = y (x), et qu'on le reporte dans l’équation (7), 
on aura 

( 9 ) s = *?(*) + f[v (*)]• 

En la diflérentiant , on trouve 

% = f (•*) ?' ( x ) [ x ? Ml — T {*) . 

et, par conséquent, 1 équation (9) pourrait s’écrire ainsi : 



Elle satisfait donc à l’équation différentielle proposée, et 
elle en forme, la solution singulière; car elle ne rentre 
pas dans l’intégrale générale, que nous déterminerons plus 
tard. 

Intégration des équations différentielles du premier 
ordre. 

16 . L’équation la plus générale du premier ordre , et 
dans laquelle le rapport différentiel ^ ne passe pas le 
premier degré , peut se mettre sous la forme 

dy 

Qdy -f- P dx r= o , ou rt 7- + P 2: o, 
dx 

P et Q étant deux fonctions quelconques de .r et y. On 
pourra toujours v appliquer le procédé général qui con- 
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siste à développer j au moyen du théorème de Taylor ou 
de Maclaurin. Il arrive quelquefois que la série peut être 
sommée; quelquefois aussi elle a une forme tellement 
compliquée, qu’on ne peut pas parvenir à la réduire à 
une forme finie. Voici quelques exemples dans lesquels ce 
procédé s’applique sans difficulté. 

Soit 

dy 

— -hay+,bx i = o. 

En la difiércnliant un nombre indéfini de fois, on trouve 
d'y dy 

~d£^ a lîc = 

d'y d'y -, 

dï +a liï +6bX=0 ' 

d'y d'y -, 

~d^ +a d^ +6b -°’ 


d' +m y d y+m y 

‘■a — — — = o. 


d.c'+ m r/.r>+" 

Si l'on lait ,r = o dans toutes ces équations, il vient 

(!).=-*■» (£).—*■ (S).-- 
(SI = - ** ■ • (S . 

A / d^ m y\ * ' 

r ),. = * * 


d'™y \ 

dx' + 


d'où 


T. 


(- 


1.2 1 . 2.3 


...) 


... / . r 1 <ijc- a'** \ 

— bA r-r — — — —= -I 7 ■ ■ ■ ) » 

\i .2.3.4 1 .2 . . .5 1 . . .0 / 
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- 1 4- «x — 


o’x J \ 

77273 / 


ou , eu observaut cjue j 0 peut être remplacé par uue 

constante arbitraire c, 

66 




1.2 1.2.3 


L intégrale générale étant connue, ou obtiendrait les 
intégrales singulières par la méthode que nous avons 
exposée précédemment. 11 est facile de voir qu’il n’en 
existe pas dans le cas actuel. 

dr 

ir y nx”‘ = o, ni étant entier 

(IX ^ 


17 . Soit encore x 


et positif. 

On obtient, par la différentiation , 


ji'y 

dx* 


dy 

dx 


o. 


d'y d'y , . 

x -r- — h a -+- m(m — 1 ) ax m ' =o, 

r"’ d.r ’ 


€ Lv 3 


d m ~*' x y d m y 

x -+- {>" 4 - 1 ) 4 - m (ni — 1 ' . .2.10 = 0 , 


rfx "* 1 

d"+*r 

r — — — 
dx m+m 


dx" 

+ ("‘ + ») ,/^ T -T - 


n étant plus grand que 1. 

Si l’on fait x = o,y et tous les coefficients diilèrcuiicls 
deviennent nuis si l’on suppose qu’ils ne soient pas infinis, 

,d m Y 1 1 1 1 . 111(111 — 1 )...?. .l.fl 

excepte dont la valeur devient • 


ni -f- 1 


on trouve donc r — — 


o.r” 
ni - 4 - 1 
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Celte intégrale n’a pas de constante arbitraire et n’est 
pas, par conséquent, l’intégrale générale. Celle-ci n’est 
donc pas développable suivant les puissances entières et 
positives de x. Et, en effet, si l’on intègre par les mé- 
thodes que nous ferons connaître tout à l’heure, on trou- 
vera , pour l’intégrale générale, 

C «j* 

} x m - 1- i 

La solution que nous avons trouvée est donc une inté- 
grale particulière, correspondante à c = o. 

Il est facile de voirqu’il n’y a pas d’intégrale singulière. 

Des facteurs propres à rendre immédiatement intégrable 
le premier membre de l'équation. Intégration de 
l'équation linéaire. 

18. Si le premier membre de l'équation Qdj-+-Pdx=o 
était la diflérenliclle d’une fonction de x et y, il serait 
nécessaire et suffisant que cette fonction fût égale à une 
constante pour que l’équation proposée fût satisfaite. 
La condition pour que cette circonstance ait lieu est, 

comme nous l’avons vu, Si elle n’a pas lieu, 

ilx <ly * 

et qu’en multipliant le premier membre de l'équation par 
une fonction a, il devienne la différentielle d’une fonc- 
tion u, cette équation sera équivalente à - du = o, et 

sera satisfaite, soit en faisant du — o , d’où u =? c, ce qui 
sera l’intégrale générale, c étant la constante arbitraire ; 

soit en posant - = o, ce qui donnera line solution singu^ 

lière, si elle ne rentre pas dans la précédente. 

Ainsi, par exemple, l’équation 

F [x)f(y) liy ? (.r) | ( /) dx =£ o 
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peut se uieUre sous la l'orme 




7(r) 

+(r) 


'0 


$*]=•■ 

o, soit <|»(.r) = o, 


el l’on y satisfait en posant , soit F (.r) 
soit enfin 

/Ail dr . îlf.' , /x _ o 

et le premier membre est une dilférentielle exacte , puis- 
que les variables sont séparées. 

19. On peut démontrer qu’il existe toujours un fac- 
teur qui rend Qr/y -f- Pr/x dillerentielle exacte. En effet, 
il est démontré que l'équation proposée a une intégrale 
renfermant une constante arbitraire c, et que nous repré- 
senterons par F(x, y, e) = o; et l’équation dillerentielle 
a été obtenue nécessairement en éliminant c entre cette 
dernière et celle que l’on a obtenue en la dilfércntianl, 
après l’avoir transformée préalablement d’une manière 
quelconque si on l’a jugé convenable. Or, quelque forme 
qu’on lui ait donnée, nous avons démontré précédem- 
ment, qu’après l’élimination de c , l’équation à laquelle 
on sera parvenu donnera identiquement en x et y la 

môme valeur pour 

Cela posé, concevons l'équation F (x, y, c) = o mise 

fly 


sous la forme (p (x, y) ■■ 


c , d’où ~ dx ■ 


‘h 


rfy = o; l.i 


(Iy • t , 

valeur de tirée de cette équation , el celle que donne 

l'équation proposée devant être égales, quels que soient 
x et y (n° t>2), on aura identiquement 


r(y 

f/.r 

dy 

dy 


P 

f» 
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Ajoutant de part et d’autre 'j et multipliant par on 
aura cette nouvelle identité, quels que soient x,y,dx , dy. 


'Il _r_ ‘Il — (*L -1- 

tlx dy rlx \dx Q/ dy 


Le premier membre étant la dérivée totale d’une fonc- 
tion <p de x et/, il en est de môme du second; et, par con- 
séquent, en multipliant la proposée par ^ ^ , son pre- 


mier membre devient une différentielle exacte. Un voit, 
de plus, comment le facteur v = ~ ~ est lié au premier 


membre de l’intégrale mise sous la forme y = c. 

20. L’existence du facteur v étant démontrée, il faut 
chercher comment il est possible de le découvrir. 

Il est facile de former l’équation qui doit le déterminer, 
car on doit avoir l’identité 




on 



Si e renferme à la fois x et r 5 cette équation est aux 
différentielles partielles, et plus difficile à intégrer que la 
proposée. Il faut donc renoncer, en général . à la déter- 
mination de ce facteur. 

Mais si v ne doit renfermer qu’une variable, x par 
exemple, il est facile d’en déterminer la valeur. F,n effet , 

~ étant nul, l’équation précédente devient 



(d P r/Q\ 

\ dy rl.r / ’ 


ou 


i ilv i / r/P dQ\ 

v dx Q Tlx J 


Digitized by Google 


COURS 11 ANALYSK. 


3o 


il est donc nécessaire que les cofficients donnés P pi (,) 

, . i A/P rfQ\ . . , , 

soient tels que I expression J soit indépen- 

dante dey. 

Lorsque cette condition sera remplie, on aura, en dési- 
gnant par 9 (x) l’expression précédente , 


d'où 


i dv 


lf, g ^= J t (*) 


le coefficient c étant arbitraire, et disparaissant d’ailleurs 
de lui-mèinc. 

En intégrant, par les procédés relatifs aux différen- 
tielles des fonctions de deux variables indépendantes, on 
trouve 


I 


.r 


dx 4 - 


I r Q^r = c. 

Jy. 


La discussion serait la même pour les facteurs indépen- 
dants de x. 

21. Le calcul précédent deviendrait plus simple s’il 
s’agissait de l’équation dy - 4 - ]?dx — o. 11 faudrait alors 


d P 


que — fût indépendant de y; ce qui donnerait 


P = Xr + X,, 


X et X| désignant des fonctions quelconques de r. L’équa- 
tion doit donc être de la forme 


dy -4- (X/ + X,Wx = o. 


En multipliant par le facteur e, qui devient . on a 

J'Xdr . „ f Xdx . „ fXdx, 

c «X -4- X_) e p/.r~4-X,< d.r = o; 
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ye J / Xyhce dx=C, 


3i 


C désignant une constante arbitraire. On tire de là 


y = c J XJ *(c — /X,c /X,ir rfx) ■ 

Telle est l’intégrale générale de Y équation linéaire du 
premier ordre. La constante arbitraire provenant d ef\dx 
disparait d elle-mème , et la constante C est la seule qui 
entre dans la valeur de 

Considérons, comme application très-simple, la ques- 
tion suivante qui a été proposée aux géomètres par M. de 
Beaunc , ami de Descartes : 

Trouver une courbe telle que la sous-tangente soit à 
l'ordonnée comme une ligne constante est à l’ordonnée 
de cette courbe, diminuée de celle d'une droite inclinée 
d’un demi-angle droit sur l’axe desx. 

En prenant l’origine au point de rencontre de cette 
droite et de l’axe des jc, elle aura pour équation x = y, et 
la condition donnée sera représentée par l’équation 


<ly _ y — x 
dx a 


dy 


ou a y — — -r, 

dx 


a étant la valeur donnée de la ligne constante. 

Cette équation linéaire, intégrée par un quelconque 
des procédés que nous avons indiqués, donne 

X 

y = x -+- a O 0 , 

C étant une constante arbitraire. 

Si maintenant on prend pour axe des x la droite dont 
l’équation est y = x + a , et que l’on conserve la même 
direction pour Taxe des y 1 , on aura 

X x' 

X* — — 

y’ — O a , x — et par suite y' =r On/a- 
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La courbi: est doue une logarithmique dont les ordon- 
nées font avec l’axe un angle égal à un demi-angle droit. 

22. Nous avons prouvé qu'il existe dans tous les cas 
un facteur propre à rendre le premier membre intégrable. 
Voyons s’il n’en existe qu’un seul. 

Soit v une première fonction telle que v(Qdy ■+■ Prix) 
soit la différentielle d’une fonction u de x et^; il est d’a- 
bord évident que le facteur e<p(«) rendra encore le premier 
membre intégrable : car, puisque e(Q//y -H Pdx) — du, on 
aura t’tf (u) (Qd) Pdx) = (p(ii) du, ce qui est la différen- 
tielle de Jf{d) du. 

Soit maintenant V une autre fonction quelconque telle 
que V (Qdy Pdx) = dV, U désignant une fonction de 
x et y. On en déduit l’identité 

V 

du = d U. 

I* 

Or, le second membre étant une différentielle exacte, le 
premier qui lui est identique en .r et y devrait aussi en 

V 

être une; ce qui ne saurait être si - n’était pas une fonc- 
tion de la fonction u seulement. Ce dernier point, qu’on 
admet assez ordinairement comme évident, a cependant 
besoin d’ètre plus rigoureusement établi. 

11 s’agitde prouver généralement que si l’on a u =J(x,y), 

l’expression F (x, y) du, ou F(x, y) dx 4- y-dy J ne 

peut être une différentielle exacte relativement aux deux 
variables x et y, si l’on n’a pas 

*■(•*> r) = H u ) — ’+[/(*» r)]» 

quelle que soit d’ailleurs la fonction i|*. 

F.n effet, éliminons j- au moyen de l’équation u=J'(x, y); 
F(x,.y) deviendra une fonction de u et.r, x). L’ex- 
pression qui était une différentielle exacte relativement 
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à x et y le sera relativement à x et •«; f(it , je) ?/« sera 
donc une différentielle exacte d’une fonction des deux 
variables indépendantes X et u -, ce qui serait absurde si x 
restait dans cette expression qui ne renferme pas dx. 11 
faut donc que ®(u , x) ne renferme que «, et, par consé- 
quent, que F(jc,j) soit une fonction de u ou de J'(x , y). 

Ainsi , en revenant à notre question particulière, si un 
facteur v donne au premier membre la forme de la diffé- 
rentielle d'une fonction u de x, y, les facteurs qui jouissent 
exclusivement de la même propriété seront de la forme 
e<p(u), <f désignant une fonction arbitraire. 

L’équation proposée devient ainsi 

du = o, ou !p(«) du == o, 

d’où l’on déduit également u = c, c désignant une con- 
stante arbitraire. 

Tous ces facteurs conduisept donc au même résultat, 
et ils ne diffèrent entre eux que par le facteur <f(u) qui 
est bien une fonction de x, y, mais qui se réduit à une 
constante arbitraire en vertu de l’intégrale u = c. On 
voit que, si l’on connaissait deux facteurs différents qui 
rendissent le premier membre de l’équation intégrable, 
en égalant leur rapport à une constante arbitraire, on 
obtiendrait l’intégrale générale. 

Intégration des équations homogènes, et de l'équation 
linéaire, par la séparation des variables. 

23. On parvient quelquefois, par un changement de 
variables, à ramener aux quadratures l’intégration de 
l’équation donnée, c’est-à-dire à séparer les nouvelles va- 
riables dans l’équation transformée. 

Considérons d’abord une équation homogène quel- 
conque 

M dx N dy — o, 

•>.' édit.- j 
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c’est-à-dire toile que M et N soient des ('onctions homo- 
gènes du même ordre m de x, y. On sait qu’une fonction 
homogène de l’ordre m des variables x,y, z,... est celle 
qui se trouve multipliée par le facteur g m quand on change 
respectivement les variables en gx, gy, gz , etc. 

Posons j = ux, d’où dy = udx -+■ xdu. 

Les fonctions M et N seront égales à x" multiplié par 
des fonctions de u ; et 1 équation divisée par x 1 " prend la 
forme 

F («) dx -h f{u) (udx xdu) = o , 
ou 

( F (u) + u/(a)] dx -+- x/( a) du = o, 


dx 


/(“) du 


= 


x F (u) -h uj(u) 

et les variables sont séparées. 

Le premier membre est devenu une di (férenticlle exacte, 
en le divisant d’abord par x”, puis par 

x [ F (u) -t- «/(«)] , ou xF (ç\ + yf ■ 

Donc , en somme , il a été divisé par Mx Ny. 

Ainsi , le facteur propre à rendre le premier membre 


immédiatement intégrable est 


Si Mdx+Nrfy 


Mx-J-N/ 

était une différentielle exacte, - — ■ - et 1 seraient deux 

Mx + Ny 

facteurs qui rendraient le premier membre intégrable; 
leur rapport serait donc égal à une constante, et l’inté- 
grale générale serait, par conséquent, Mx -4- Ny = c. 

2 A. L’expression étant une différentielle 

exacte, la condition connue conduit à l'équation 


rfM 






dX 

dx 


dK 

dy 
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Ainsi, quelle- que soit la fonction homogène M de 




d\l 




M 


est constante. On 


l’ordre ni , l'eXpression 

en connaîtra la valeur en prenant la fonction particu- 
lière r*, et l’on trouve m. Donc on aura généralement 


dM 

dx 


,m M 


çl l’on retrouve ainsi le théorème des fonctions homo- 
gènes. 

25. Premier exemple . — Soi t 


(ax -f- by) dx =r (mx ny) dy. 

En posant 

y — ux, d’où dy — udx -f- xdu , 

■ , C 

l’équation proposée == — — deviendra 

1 r 1 dx mx -|- ny 

du a - f- bu du a -y (b — m)u — nu 1 

u-yx — — 1 ou x — =x ■ ■ . » 

dx m -y nu dx . m -f- nu 


d’où l’on tire 


dx _ {m -t- nu) 

x n -y {b — m) ti — i 


z* du > 


les variables étant séparées , on intégrer^ les deux mem- 
bres, ce qui n’offrira aucune difficulté. On remplacera 

ensuite u par-, et l’on aura l’intégrale générale de l’équa- 
tion proposée. 

20. Deuxième exemple. — Soit 

xdy — ydx — dx sjx 1 -y y 1 . 


Cette équation étant encore homogène relativement à 
r et y, on posera y — «.r, et l’on obtiendra , toute réduc- 

3. 
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tion faite, 

. dx du 

xdu — dx V l -t- u 1 , ou — = ■ r . ■ i 

* V • + 

intégrant les deux membres, et désignant par c une con- 
stante arbitraire , il vient 

log — = log (u -+- ^ i ■+••*’) > 

d’où 

x=c(«-t- v^i '+“’) = c (i -+■ yj • 

On en tire successivement 

x i = c(r-+-v , ^’-t-r’). (*’ — c /)’ =c’(x 5 -t- /’), 

et enfin 

x 5 = le Y -+- c'. 

. 27. Troisième exemple. — On peut quelquefois, par 

une transformation simple, rendre homogène une équa- 
tion qui ne l’est pas. Soit, par exemple, 

(ox b y -f- ni) dx = (px -4-7/ -H ») djr, 

pour faire disparaître les termes indépendants de x et /i 
soit 

JC = x , -4-a, y~y’~ 4"®» d’où dx — dx 1 , dy = dy , 

et déterminons oc et 6 par les deux conditions , 

a* + b% + m — o , pi -4- 7® -4- n — o , 

qui donnent 

nb — ma „ m P — na 

a = r 5 6 — t ~ » 

nq — bp nq — bp 

et supposons d’abord que l’on n’ait pas aq — bp = o 
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L'équation proposée se trouvera ramenée à la suivante : 

(ax' -f- by') dx' = (px' ■+■ qy') dy ', 

qui est homogène , et que l’on intégrera comme précédem- 
ment-, puis on remplacera x' et y' par x — a, j — g. 
Mais cette transformation serait impossible si l’on avait 
aq — bp — o. Daus ce cas , l’équation proposée devient , 

en remplaçant q par sa valeur > 

(ax -|- l/y) adx — pdy) ~ a ( n, h — mdx). 

On posera alors . * 

■ „ . . di — adx 

ax -f- of — z, il ou dy — ^ » 

et l’élimination de y donnera 

(an pz) dz 

adx — — ■ — — : 

an -+- mu + (n -f - p) z 

les variables étant séparées, le problème est ramené à 
celui des quadratures. 

Dans le cas général , on aurait encore pu rendre l’équa- 
tion homogène, en posant 

» 

ax -+- by 4- m = t , px qy + n = u , 
d’où l’on lire 

a tl a — prit 

-, 1 “j — 

aq 


qdt — bdu 
dx — — 


bp aq — bp 

et l’équation proposée se trouve transformée dans la sui- 
vante, qui est homogène : 


(pu -+- qt) dt = (au -f- ht) du. 

28. Prenons pour application géométrique une ques- 
tion qui a beaucoup occupe 1 les géomètres, à l’origine du 
calcul intégral, et qu’ils appelaient le problème des trd- 
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jectoirvs. Il s’agit de trouver une courbe qui coupe, sous 
un angle donné, toutes celles qui sont renfermées dans 
une équation donnée 

(i)*. F(*. “} = o. 


dans laquelle le paramètre a peut prendre toutes les va- 
leurs possibles. 

Si l’on désigne par m la tangente de l’angle donné, par 
x',y' les coordonnées d’un point quelconque du lieu, et 
par a l’angle que forme avec l’axe des x la tangente à la 
courbe donnée , on devra avoir 

dy' ' 

tanga 

1 ^) "* = dÿ ' 

' + d? Un 6“ 


Or l'équation (i) donne 


tanga 


rfF 

d£ 

rfF’ 

dÿ' 


l'équation (u) deviendra donc 


( 3 ) 


, dV _ d F dy'\ d Y dy' di 

\c/)' ' dx' dx? f dy’ dx' dx' U ’ 


et comme on a en même temps 

F (x', y' a) = o, 

si l’on élimine a entre cette équation et l’équation (3), on 
aura une équation entre les coordonnées d’un point quel- 
# conque du lieu. 

Examinons en particulier le cas où l’équation (i) est 
de la forme 

( 4 ) . • y" — »Jd', 
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ou aura 


d F 


d¥ 


Hx^- apX "~'' iï = n ' n ~'' 
fl IVquation (3) deviendra 

/ dy\ dy 

m I ny ■+■ <ipxf~' | — ny*~' -f apxP~' = o , 

\ (Le J dx 

et, éliminant a entre celle équation et la première, ou 
obtient 


(5) 


/ dy\ dy 

m ^ nx -f- p y — 1 — nx — -+- py — o , 


«■quation homogène «ju on intégrera sans diHiculté. 

t". Supposons, par exemple, n=/t= i , l'équation 
donnée (4) devient 

y = 

et représente toutes les droites C|ui passent par l’origine, 
f., 'équation (5) devient 

m(xdx -H y dyr) — xdy -+- / tlx — o. 

On reconnaît ici que le premier membre devient une 
di/lércntielle exacte, en le divisant par x * +y’. On aura 
donc, en intégrant, 

f. v 

rn log (x 1 + y' f — arc tang- = r. 

X 


Si l'on passe à des coordonnées polaires, en posant 


on trouve 
d’où 


x — r cos 9, y — r sin 0, 
m log r = 0 -H c , 


0-i-C 
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ou. «mi faisant c" = c. 


On obtient ainsi une infinité de spirales logarithmiques 
semblables, ayant le même point asymptote. 

a”. Supposons m = oo , ce cpti donne des trajectoires 
orthogonales; l’équation (5) se réduit à 


d'où l’on tire 


nx +Vdr = °’ 


rue 1 -+- pf 2 = r. 


Suivant que n et p seront de mêmes signes ou de signes 
contraires, cette équation donnera une infinité d’ellipses 
ou d’hyperboles semblables, et qui seront les seules 
courbes jouissant de la propriété de couper à angle droit 
toutes les paraboles ou les hyperboles renfermées dans 
l'équation 

r" = nx>‘. 

** 

Si l’on a, de plus, n—p= i, la trajectoire a pour équa- 
tion 


•r 1 -h J ' 1 — r, 


ce qui donne un cercle quelconque ayant pour centre le 
point de concours des droites représentées par l’équation 
donnée 

y — 


Si n — — p = I , les courbes données ont pour équation 

Y — -i et sont toutes les hyperboles équilatères ayant 

pour asymptotes les axes de coordonnées. Les trajectoires 
ont pour équation générale x s — = et sont toutes 
les hyperboles équilatères ayant pour asymptotes les bis- 
sectrices des angles des asymptotes des premières. 
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29. Équation linéaire. — On peut encore, par un- 
changement de variables, intégrer l'équation linéaire du 
premier ordre 

dy -+- Xydx + \,dx = o. 

Soitj’ = uz;uctz étant des fonctions de x indétermi- 
nées, on aura dy = u/lz -f- zdu , et, en substituant, 

udz -I- zdu -+- \uzdx -+- X,rfx = o. 

On peut déterminer d’abord u d'après la condition 
du -f- Xudx = o , et il en résultera udz -f- X t dx = o. 
Or les variables se séparent dans l’avant-dernière, en 

divisant par «; ce qui donne — + Xdx = o. 

En intégrant, il vient log« + JXdx — o , la constante 
arbitraire étant comprise dans l’intégrale indéfinie. 

On tire de là u = e~ f Xdx -, substituant dans l’équation 
udz -f- X,dx = o, il vient 

« 

e-f Xdz ch-hX,dx = o, d’où z = —fX ie fXdx dx + C, 

C étant la constante arbitraire relative à la nouvelle inté- 
grale, qui sera prise à partir de telle limite que l’on vou- 
dra. On aura ainsi 

y = e~f Xdx (C —fX,e f Xdx dx). 

La constante arbitraire de JXdx disparaît d’elle- 
mème de cette expression , et il n’en reste qu’une , comme 
cela doit être. On retrouve ainsi l’intégrale déjà donnée 
par une autre méthode. 

30. Équation de Bernoulli. — On peut ramener à 
l'équation linéaire la suivante, qui a été traitée d'abord 
par Jacques Bernoulli : 

dy -h Xydx = X, v "+'dr. 


* 
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4 ?. 

Si l'on pose 

z-zxy-’, d’oii y — z ", et, par suite, tiy — — -z " dz , 


on trouve, en substituant dans la proposée et réduisant, 
dz — nXzdx n\,dx ~ o, 

équation linéaire dont l’intégrale est, d’après la formule 
précédente, 

a = e n f Xdx (C — nf\,e n f Xdx ) = ±. 

La valeur dej- s’en déduit immédiatement. 

On peut arriver au même résultat par une autre trans- 
formation , déjà employée pour l'équation linéaire. 

Soit yz=zuz ; l’équation proposée devient 

udz zdu -f- Xuzdx = X,k" +i z* + 'dx, 

et peut se partager dans les deux suivantes : 

« 

dz -+- Xztlx = O , du = s" dx; 


d’où l’on tire 

z = c~f Xdx , u ~ n = -n l^j' X X,e -"/ Xdjr dx + cj , 
l'intégrale J^Ldx étant indéfinie. On en déduit 


y" 


r "/ x<tr 


(T 


X,r~ H f Xdr dx+C 


La constante introduite par J\dx disparait évidem- 
ment, de sorte qu’on peut prendre cette intégrale à partir 
d’une valeur quelconque; y ne contiendra doue que la 
seule constante C. 

On peut quelquefois déterminer I intégrale générale 
d une équation du premier ordre, dont on connaît une 


v 


» 


* 
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intégrale particulière, au moyeu il une transformation 
très-simple , employée par Euler. 

Soit, par exemple, 

dj ■+■ ’X.ydx = X,y ’eLc -+- X. tlx. 

Cette équation a de plus que la précédente le terme \,dx, 
mais l’exposant n -+• i a la valeur particulière 2 . Suppo- 
sons que z soit une fonction de x qui satisfasse à cette 
équation sans renfermer de constante arbitraire, et po- 
sons y = z ■+- u, u étant une fonction inconnue de x. En 
ayant égard à l'équation 

riz ■+- \zdx = X,z‘dx X, rix, 

qui a lieu par hypothèse, il restera 

du - 1- (X — 2 zX.,)udx = X,«’rir. 

Cette équation étant renfermée dans celle qui ' ient 
d’élre intégrée, on en tirera la valeur de u , avec une con- 
stante arbitraire, et l’on connaîtra , par suite, la valeur 
générale de_y. 

Si l’on n’avait pas /* -f- 1 = a, la même substitution 
ferait encore disparaître X,c/x, mais elle introduirait de 
nouvelles puissances de qui ne permettraient plus d’in- 
tégrer la transformée. 


Equations du premier ordre , dans lesquelles la dérivée 
entre à un degré supérieur au premier. 


» ». s . f/y , 

31 . Si l’équation renferme -j- à des puissances supé- 


rieures «à la première, et qu elle puisse être résolue par rap- 
port à cette quantité, on aura ainsi plusieurs équations 
de la forme Vdx 4- Qdy = o que l’on tâchera d'intégrer. 
Soient <5 (,r, y, c) = o, (.r . c )=*o, etc., ces diverses 

intégrales dans lesquelles c désigne une constante arbi- 


» * 


« 
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traire; toutes les solutions de l'équation proposée seront 

renfermées dans la suivante: 


?( x > '•)•?>(*» /» «')•••= o. 

On pourra effectuer les calculs en considérant la constante 
c comme la même dans les différents facteurs; car, copme 
ils ne doivent être égalés à zéro que séparément , on 
n altère en rien les solutions en représentant les con- 
stantes par la même lettre. 

Soit , par exemple , 



on aura les deux intégrales 

y = ax ■+■ c , y — — m + c ’, 
et l'intégrale complète sera 

(y — ax-+- e).(y -+- ax — c') — o, 
ou, ce qui est plus simple, sans être moins général, 

(y — ax — c)(y-\-ax — c)=ro, ou {y — r) 1 — «’x’ = o. 


.‘12. Lorsque l’équation ne peut être résolue par rap- 
port à et qu’elle peut l’être par rapport ky ou x, on 
a à considérer l’une des deux formes générales 


y = r{x,p), x = V (y,p), 


légigtiant le rapport différentiel — • 


lY.,.,* 1’ 


cas, la différentiation conduit à une équation du pre- 
mier ordre’entre deux variables p et x, ou p ct^. Si 1 on 
peut en trouver une intégrale première dans laquelle ne 
rentre pas la proposée , on éliminera p entre elle et l'équa- 
tion proposée, et I on aura l’intégrale générale cherchée 


* •» 


- I 


» 
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Ce procédé conduit à une simple quadrature 
second membre ne contient que la variable p. 

33. Si l’équation a la forme 

X = x¥(p) 4- /(/>), 
la différentiation donne 

prix = F [p) dx xF' (p) dp ■+■ J' (p) dp. 

Cette équation, étant du second ordre, a deux intégrales 
du premier: l’une, qui coïnciderait avec la proposée aug- 
mentée d’une constante; l’autre, que l’on obtiendra par 
de simples quadratures, en observant que cette équation 
est linéaire par rapport à x et dx. Eliminant p entre cette 
intégrale et l’équation donnée, on aura l’intégrale géné- 
rale, et l’on en déduira les intégrales singulières d’après 
la théorie exposée précédemment. 

34. Dans le cas particulier où F ( p ) == /y, on a 

y = px -hf(p); 

en différentiant, il vient 

o = [x -+-/'(p)]dp, 

. % 

équation à laquelle on satisfait de deux manières. 

Si l’on pose dp = o, il vient p = c, et éliminant p , on 
a pour l’intégrale générale 

y — ex -h /(r). ■ 

Si l’on pose x +J' ( p ) = o, et que l’on élimine p entre 
cette équation et la proposée, on aura l’intégrale singu- 
lière; car la valeur de p tirée de la dernière équation 
sera une fonction de x, et l’élimination conduira au 
même résultat qu’en substituant cette fonction de z à c 
dans l’intégrale générale : la solution qu’on obtient ne 
résulte donc, pas d’une valeur particulière attribuée à la 
constante. 


45 
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4 <; 

Ou voit d’ailleurs qu'éliminer )> entre x -f- /'( p ) = o 
et y - px -f- J (p) revient à éliminer c entre 

x -+-/'(c) = o, et y — c.r -+■ /'(c); 

et comme x -\-f (c) est la dérivée de ex -j-f(c), par rap- 
port à c, on parviendra à la solution singulière de l’équa- 
tion dont j' = ex -4- f(c) est l’intégrale générale. 

3o. Nous allons appliquer à la résolution de quelques 
questions géométriques le procédé que nous venons de 
faire connaître. 

Soit propose de trouver une courbe telle que. le pro- 
duit des perpendiculaires abaissées de deux points fixes 
sur une quelconque de ses tangentes soit constant. 

Désignons par ac la distance de ces deux points, et par 
/»’ le produit des perpendiculaires; prenons pour origine 
le milieu entre les deux points donnés, et pour axe des x 
la droite qui les joint : la condition donnée conduira im- 
médiatement à l’équation 

(r — p x Y — cY _ ±b , 

' +/>’ 


le signe supérieur correspondant au cas où les deux points 
sont d’un même côté de la tangente , et le signe inférieur, 
à celui où ils sont de côtés différents. On tire de celte 
équation 

{ l ) y — p.r- h y/(c* zb b 1 ) p* ± b' ; 

X 

ce qui est un cas particulier de l équation y ~px -+- J\p). 
Eu suivant la marche indiquée généralement, on trouve 


(*) 


p[c'± b') T 

rlp x ■+■ -^~^r====~- = o; 

V(c J zfc />’) /r zt è’J 


posant dp — o, d’où p — a, a. désignant une constante 
arbitraire ; puis éliminant p entre cette dernière équation 
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cl l'équation (i), ou aura l'intégrale générale 
y — ax -t- y^c’ ;+; 4’) a 1 d; 4% 

qui représente une infinité de droites, tangentes à la 
courbe ayant pour équation 

(3) (<•’ ± b')y' 1 ± 4’x 1 =zfc (c ! ± 4’) 4’; 

d’où l’on peut déjà conclure que cette courbe est la solu- 
tion singulière, puisqu’elle est l’enveloppe des intégrales 
particulières. 

Dans le cas où l’on prend les signes supérieurs, elle * 
n’est autre chose qu’une ellipse dont les foyers sont les 
deux points donnés, et dont le petit axe est égal à ib. Si 
l’on prend les signes inférieurs, les deux points étant de 
côtés différents de la tangente, les perpendiculaires sont 
respectivement moindres que les segments de la droite 
égale à 2 c , d’où résulte c < b. La courbe est donc alors 
une hyperbole ayant pour foyers les deux points donnés, 
et pour axe imaginaire 2 Ù. 

Le second facteur de l’équation ( 2 ) doit aussi donner la 
solution singulière, comme cela a été démontré générale- 
ment. En l’égalant à zéro , on a 

P (c 1 zh 4 1 ) 

” y/(e‘±4 , )/> , :±:4 5 

Eliminant p entre les équations ( 1 ) et (4), on retrouve 
l'équation (3) , comme cela devait être. 

Dans cette question , la courbe que l’on avait en vue de 
déterminer est donnée, non par l’intégrale générale, 
mais par la solution singulière ; ce qui montre que cette 
dernière doit toujours être cherchée avec le même soin 
que la première. 

36. On lionne deux parallèles , et sur chacune d’elles 
un point fixe , et l'on demande l'équation de lu courbe 
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telle, quen lui menant une tangente quelconque, les seg- 
ments déterminés sur chaque parallèle entre le point Jixe 
et le point de rencontre avec la tangente donnent un 
produit constant b *. 

Soit 2 a la distance des deux points fixes; prenons l'ori- 
gine en son milieu, l’axe des x suivant sa direction, et 
l'axe des j parallèle aux deux lignes données. 

La condition donnée fournit l’équation 
( y — px )’ — a'p' = dl b*. 

Le signe du second membre se rapporte au cas où les 
deux segments seraient d’un même côté de l'axe des x, et 
le signe — au cas où ils seraient de côtés différents. 

On tire de cette équation , 

y = px qa‘p‘ rfc b‘. 


d’où , en dilfércntiant , 

dp ( n'p \ 

~r l* -+- ■: ) = O. 

" x \ \ aqr b 1 J 

On aura l’intégrale générale en posant 


dp _ 


dx 


— o , d’où p 


a désignant une constante arbitraire, et substituant a à p 
dans l’équation différentielle de la courbe; ce qui donne 

y = xx -t- ^nV±i'. 


On aura la solution singulière en éliminant p entre l’é- 
quation différentielle de la courbe et la suivante 

n'p' 


x -t- 


n'p' ± îr 


Ce calcul conduit à l’équation 

a'y' rfc Idx ’ ~ dz n lr. 
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i|ui représente une ellipse ou une hyperbole, rapportée 
à un système de diamètres conjugués, suivant que l’on 
prend les signes supérieurs ou les signes inférieurs. 

L’intégrale générale représente toutes les tangentes à 
l’une ou à l’autre de ces deux courbes. 

37. Proposons-nous encore de déterminer la courbe 
telle que la partie de chacune de ses tangentes, inter- 
ceptée entre deux droites rectangulaires, soit égale à 
une quantité donnée a. 

En prenant les deux droites rectangulaires pour axes 
de coordonnées , on est conduit à l’équation 

ap 

y = P* ■+■ ’ 

V» -t -p' 

le radical comportant le double signe. On trouve, en la 
dilTérentiant , 

dp I X -+• ; 

I 1» “t -Pf 

L’intégrale générale sera, en désignant par c une con- 
stante arbitraire, 

ac 

y = ex - 4 - ; 

VI -I- C’ 

on obtiendra la solution singulière en éliminant p entre 
l'équation différentielle de la courbe et la suivante 



•r H , — o. 

(« +P'f 


On tirera d'abord 

: CH-pf— (;/ 

qui , remis dans la première . donne 


a' é/lit. 
i 
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tirant do là la valeur do p, et la substituant dans la pré- 
cédente, on parvient à l’équation 

Xi’ 
x 1 +r‘ = a\ 

dont la discussion est très-facile. 

Aous allons démontrer maintenant que cette courbe 
n’est autre que l’épicycloïde qui serait engendrée par un 

point d’un cercle ayant pour rayon % et roulant intérieu- 
rement sur un cercle de rayon a. 

Fin effet, soit Oll (Jig. t) un rayon quelconque d’un 
cercle ayant pour rayon a\ décrivons un cercle qui ait 
pour diamètre BC , moitié de 015, et prenons l’are RM 
égal à l’arc HA , A étant un point fixe du premier cercle ; 
le point M appartiendra à l’épicycloïde en question, et il 
s’agit de prouver que la partie de sa tangente au point 
quelconque M, qui sera comprise dans l’angle droit YOX, 
est égale à a. 

Or, la normale à cette courbe étant B.M , la tangente 
sera MC, et il faut prouver que l’on a LA = a. 

Remarquons pour cela que, d’après la théorie de la 
mesure des angles, et la condition AB = BM, l’angle 
BCM est double de ISOC , et par conséquent A OC = CAO; 
d’où CA — CO. 

On prouverait de même que l’angle LCB est double de 
LOC, et que, par conséquent, LOC = OLC ; d'où LC= OC 
et, par conséquent , LA 1 = n; ce qu’il fallait démontrer. 

Equations différentielles totales. 

38. La première question que nous avons traitée dans 
le calcul intégral a eu pour objet de trouver une fonc- 
tion d’une seule variable, lorsqu’on connaît l’expression 
de sa différentielle au moyen de cette variable seulement. 

4 
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Nous avons considéré ensuite les fonctions de plusieurs 
variables indépendantes, et nous nous sommes proposé de 
les déterminer, connaissant l'expression de leur différen- 
tielle totale, ou, en d’autres termes, de toutes leurs déri- 
vées partielles du premier ordre. Revenant ensuite au 
premier problème, nous l’avons étendu au cas où la diffé- 
rentielle par rapport à la variable indépendante unique 
renfermait dans son expression la fonction elle-même 
mêlée avec la variable indépendante: c’est ce qui con- 
stitue l’intégration des équations diifércnli elles à deux 
variables. Nous allons maintenant étendre de la même 
manière le second problème, et supposer que la dilléren- 
tielle totale de la fonction inconnue de plusieurs variables 
indépendantes renferme la fonction mêlée avec ces va- 
riables. Les équations qui donnent une pareille expres- 
sion la différentielle de la fonction cherchée se nomment 
équations différentielles totales. Nous nous bornerons à 
celles qui renferment trois variables. 

Leur forme la plus générale est 

( l ) P dx 4- Q dy -+- Rr/z = o , ou <tx — — ? rfy — 2. dz\ 

.1 sera considéré comme la fonction des variables indé- 
pendantes j, z , et la différentielle totale de x renfermera 
à la fois cette fonction et les variables indépendantes, 
P, Q, R étant des fonctions quelconques de x, y-, z. 

Si l’on connaissait la valeur de x eaj et z, en la re- 

mettant dans ccs trois fonctions, — ^ et — — seraient 

identiquement les dérivées partielles de x par rapport à y 
et z. Donc d’abord, si l’on cherche la fonction la plus géné- 
rale de y qui satisfasse à la condition que sa dérivée, pat- 

rapport à j, soit — jp z étant considéré comme une con- 
stante. la valeur cherchée de x sera renfermée dans celle 

4 - 
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que I on aura ainsi déterminée ; cl il ne restera plus (|u à 
l'assujettir à satisfaire à la seconde condition. 

Il faut donc d’abord intégrer l'équation ou 


IVa -+- Q(// = o , 


dans laquelle z est une constante. Ce problème rentre 
dans la théorie précédente ; et, en le supposant résolu , on 
aura une équation U = o entre x, y, i, C; C désignant 
une quantité arbitraire, indépendante de X, y, mais qui 
peut renfermera d’une manière quelconque ; et il s’agit 
maintenant de déterminer C , s'il est possible, de manière, 
que la dérivée partielle de .r, par rapport à z, soit iden- 
tiquement — au moins, lorsqu'on aura substitué à x 
sa \aleur tirée de IJ = o. 

Difl’érentiant l'équation l ! = o, en traitant r comme 
constant, il vient 


-rflJ 

,lz 


ri U i r/x v 

71 '(Ifz ’ 


f/U r/U _ 
rlU riz ’ 


et substituant à ^ la valeur — qu'il doit avoir, il sera 
riz r 1 

nécessaire et suffisant de satisfaire à l'équation 

c/U H rl U c/U f/C _ 

riz P rtjc f/C riz ’ 


(*) 


dans laquelle ,r est censé remplacé par sa valeur. 

Mais, comme C ne doit pas renfermer y, il est nécessaire 
que la substitution de x dans cette équation en fasse dis- 
paraître j . Si cela n’a pas lieu, le problème est impos- 
sible ; et si cela a lieu, on a une équation différentielle du 
premier ordre entre C et z. Son intégrale générale ren- 
fermera une eoftstante arbitraire; et reportant la valeur 
de C qu'on en déduira, dans l’équation L =o, on aura 
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l'équation i|iii détermine de manière à satisfaire, aux 
conditions proposées. 

On voit que la question n est pas toujours susceptible 
d’une solution , et que , quand elle en a une, l'intégrale est 
donnée par une équation entre x,j, z , qui renferme une 
constante arbitraire, et que l’on obtient par l’intégration 
de deux équations du premier ordre, à deux variables. « 

•19. Il suit de là que quand la question proposée est 
possible, l’équation différentielle résulte de l'élimination 
d’uue constante arbitraire entre une équation à trois va- 
riables et sa différentielle totale égalée à zéro; et celte 
considération \ a nous conduire à une proposition impor- 
tante. 

Soit V =JC l’intégrale de l'équation (i) résolue par 
rapport à la constante arbitraire Kn la diilérenliant , 
l'élimination de C se trouvera effectuée, cl le résultat 
sera identiquement le même que* si l'élimination s’élail 
laite autrement. 

L’équation 


(3) 


rfV , dV , dV , 

tlx -H — - dy + th = o 
tlx (ly‘ fis 


devra donc être identique avec l'équation (l). lorsqu ou 
aura réduit le coefficient de la même différentielle, par 
exemple île d.r, à avoir la même valeur de part cl d'autre. 

dV 

Multipliant donc l'équation (t) par elle deviendra 

identique avec (11), et son premier membre sera , par con- 
séquent, la différentielle exacte d une fonction \ des trois 
variables indépendantes x, y, z. D'où se lire celle con- 
séquence, que lorsque lu question ml met une solution, 
le premier membre tic /'équation tlonnée devient une 
différentielle exacte, quand on le multiplie par une rer- 
laine fonction des trois vu-itddes 
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rr f 

5.4 

Soit f x U: facteur tel que uPr/x -f- [J-Qr!) -f- lAldz soit 
une différentielle exacte, on aura les trois conditions 
suivantes : 


^_pP dpQ rf.uP _ d. pi H il. u. Q _ rf.pR 

djr dx ’ dz dx dz dy ’ 


ou , en les développant , 


r/P „ r/u 

r/ë + P r7T 


f/Q f/u 

“ dx + Q £’ 


r/P , D f/f. r/R 

u — — -f- H ~ p - 


#/z 


'/z 


<U 

r/Q r/ri r/ R rlii 

-r + Q T" = p — -f- R 

r/s dz dy dy 


» 

^77' 


Si l’on multiplie la première par 11, la seconde par 
— Q, la troisième par P, qu’on les ajoute ensuite, ctque 
I on supprime le facteur u, on devra avoir identiquement 



Il sera donc inutile de chercher à résoudre la question 
quand cette identité, facile à vérifier, n’aura pas lieu. 

Réciproquement, toutes les fois qu'elle aura lieu, la 
question admet une solution; car nous allons démontrer 
que dans ce cas le premier membre de l’équation (a) de- 
vient indépendant de r quand on en élimine .r. 

Mais, pour plus de simplicité, nous supposerons que 
l’équation U = o ait été résolue par rapport à la constante 
C, et soit remplacée par U = G, ce qui ne changera rien 
aux conditions. I. équation (a) se change alors eu la sui- 
vante : 


./U 



dx 

i> 
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et il faut toujours que la substitution de x eu fasse dis- 
paraître 

Soit v le facteur qui rend Pi/r -f- différentielle 
exacte , on a 

vVilx -f- i’Qr/f — d\J, 

et 




La quantité qui ne doit plus renfermer y est 





ou 


rfü 

dt 



et il sullit d’exprimer que sa dérivée par rapport à y est 
nulle , en considérant x comme une fonction dey, dont la 

dérivée partielle par rapport à y est — On obtientainsi 


d'V d' U Q_ ( , / dR_^R Q , _ /dr _</c Q\ 
dzdy dzdx P V dy dx P ' * dx P ' 


d u 

En multipliant par P et observant que — = t^<^> , et 
= «'P, les deux premiers termes deviennent 


• 

„d.rQ n d.v P 

*-sr 

ou, en développant, 



et la dernière 

partie R |p — Q se réduit à 

.-(2 -S) 

: la condition précédente devient donc, en 
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supprimant le facteur commun e, 
d R \ 


P /dQ 

\ Hz dr I 


/rf R rfP\ 

^ (æ? — Tfc ) 


U/r 


dQ\ 


équation qui 11 e diffère pas de l'équation (4). Donc celte 
équation, déjà démontrée nécessaire, est en même temps 
suffisante pour que la question proposée admette une so- 
lution. 

On procéderait d'une manière semblable dans le cas 
où le nombre des variables serait plus grand. 


Des équations linéaires d’un ordre quelconque. 

40. Un appelle ainsi celles dans lesquelles la fonction 
cherchée et ses dérivées jusqu’à l’ordre m n’entrent qu’au 
premier degré , et ne se multiplient pas entre elles. Leur 
forme générale est 


(«) 


il m y ii m \] 

djf* * dx m ~ 


+ Tf -t- U> = V, 
dx 


A,..., Li, V étant des fonctions quelconques de x. Ces 
«•quations jouissent d’une propriété remarquable, lorsque 
le dernier terme V manque. Elle consiste en ce que la 
somme de plusieurs solutions forme encore une solution 
de la même équation. 

Soit, en effet, l’équatioii 


(») 


« t”y d“-'y 

dr" 1 dx m ' 


■ 4* l — I - t) — o. 
dx 


Si etc., sont des 

fonctions qui 

satisfassent 

«■quation , on aura 

d m y, d m ~'y, 

t f l r ' 
-t- . . . H- T — 

O 

II 

■J 

4 

dx" dx”~‘ 

dx 


d m r 7 d m 'y- 

— 1 A — t 

d) 

f- ... -4- T -p-‘ 

■t- l ) — O 

dx m dx m ~' 

dx 
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Ajoutant tes équations , on aura le môme résultat que 
si l'on substituait j t 1 -+- ... +J m à j dans (a). Donc 
la somme tl’un nombre quelconque de Jonctions de x 
qui satisj'ont à l’équation (a) forme encore une solu- 
tion de celte équation ; et , par conséquent , si l’on con- 
naissait un nombre m d’intégrales particulières renj'cr- 
mant chacune une constante arbitraire, leur somme 
serait V intégrale générale. 

On observera d’ailleurs que si une valeur de y est con- 
nue, on peut la multiplier par une constante arbitraire, 
sans qu’elle cesse de satisfaire; de sorte que si les m fonc- 
tions yq, y,„ satisfont à l’équation (2), son intégrale 

générale sera 

y — c,y, 4 - c,y, 4 - ... 4- c m y m , 

c,,c,,..., c m désignant des constantes arbitraires, et en 
supposant qu’011 puisse les déterminer de manière que 
pour une valeur quelconque de x, les valeurs de y, 

(ly (l m — 1 y . , . , . 

— !•••> —, — — soient tout à fait arbitraires. 
ttx dx"-' 

O. Lorsque l’on aura à intégrer l’équation (1), 011 
commencera par chercher à intégrer l'équation (a) qui 
est plus facile. Si l’on y peut parvenir complètement, 
nous allons montrer comment on en peut déduire l’inté- 
grale générale de l’équation ( 1). 

Soit 

v 

y = C, y, 4- c,y, 4- . . .4- c„_)„ 

l'intégrale générale de l'équation (2) quand 011 considère 
c, , c„..., c^ comme des constantes arbitraires. 11 est évi- 
dent qu’on peut, d’une infinité de manières, substituer à 
ces constantes des fonctions de x telles que l’on obtienne 
l’intégrale générale de l’équation (1 ); et nous allons voir 
(jue l'on peut en avoir une détermination qui n exigé que 
de simples quadratures. 
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En dîil'érenliant l’expression ci-dessus, on obtient 

dy — c,dy, -+- c,dy , + . . c m dy m -h y, de, + y idc, y„dc m . 

Or on peut assujettir <?„ c„ à la condition 

y >dc i -+- ydc, -H. . ■ -+- y m dc m — O, 
et il en résulte 

dy = c,dy , + c,dy, -+-... H- c m dy m . 

On diflërcnticra cette nouvelle équation , et l’on égalera 
encore à zéro l’en semble des termes qui contiendront les 
dill'érentielles de,, de,,..., dc m ‘, et l’on continuera ainsi 
jusqu à d m l y inclusivement : on aura , de cette manière, 
m — i équations entre les différentielles dc„ t/c,,..., dc m 
et des fonctions connues. Substituant ensuite dans l’équa- 
tion (i) les valeurs de y, dy ,..., d m y, on aura une dernière 
équation qui , jointe aux premières, déterminera complè- 
tement les inconnues c,, c,,..., c m . 

Ces m équations sont les suivantes : 

y { dr t -(- y,dc 2 -J-. . .-h y m dc m = o, 
dy.de, -y dy, de, dy m dc m = o, 

d"~'y,dc, + d m ~ 1 y, de, -h. . . -h d m ~\y m dc m = o, 
d m ~'y,dc, +- d m ~' y,de, ■+■... -+■ d m ~'y m dc m — \djf, 

et il faut bien remarquer que ces équations peuvent avoir 
lieu en même temps si l’on est parti de l’intégrale gé- 
nérale de l’équation ( 2 ). En ciïet, les coefficients de 
de,,..., dc m sont précisément ceux que l'on aurait pour 

c,,..., c m dans les expressions de y, ~ , • • • , j eu dési- 
gnant par y 1 intégrale de l’équation (a). Or nous sup- 
posons que , pour une valeur quelconque de x , on peut 
satisfaire aux équations obtenues en égalant ees expres- 


» 


* 
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sions à des quantités quelconques, et en tirer des valeurs 
finies c,,..., r m . Donc aussi le système' des équations où 
dc i , . . . , dv m entrent de la mémo manière que dans celles-ci , 
ne renfermera aucune incompatibilité. 11 donnera, pour 
ces inconnues, des valeurs de la forme 

fi('y f/c-j X///j . . . , (ic* X#(/-C, 

d'où 

r, — J'Xydx -h X, r, =r J \ f m — J'X m dx «» , 


et 


(3) .> =/,(*, -t- J'Xy/lx) .. . -J’X m dx). 

C’est l’intégrale générale, puisqu'elle renferme m con- 
stantes arbitraires. 

42 . Si l’on ne connaissait pas m intégrales particulières 
de l’équation (2), la question ne serait pas ramenée immé- 
diatement aux quadratures. 

Supposons, par exemple, que l’on en connaisse m — 1 
intégrales particulières, on 11e pourra plus établir que 
m — a conditions entre les w — 1 quantités c,, c,,..., 

Alors l’expression de d"‘~ l y renfermera r/c,„_, ; et 

d m y renfermera r/*c lv .., La substitution dans l’équa- 
tion (1) fera toujours disparaître e, , c s ,..., e,„_, , mais 
leurs différentielles premières et secondes y entreront-, et 
comme les m — 2 équations établies entre de, , dc t ,.. . ,r/c,„_, 
déterminent ces différentielles en fonction de de, , on aura 
une équation linéaire du second ordre qui renfermera 
r/c,, r/*e,, mais non c, . On la ramènera au premier ordre, 


de 

sans qu’elle cesse d’ètre linéaire, en posant - - = z. Elle 

pourra toujours s’intégrer complètement, et il s’in- 
troduira ainsi deux constantes arbitrtiircs. De simples 
quadratures feront ensuite connaître les m — 2 autres 
quantités cj, r 3 ,..., o,„_, , et il s’introduira ainsi m — 2 
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nouvelle constantes arbitraires, de sorte que la valeur rie > 


y — c,y, -+■ r,/,- + . . .+ r.-iV,. , 


renfermera m constantes arbitraires et sera, par consé- 
(juent, l'intégrale générale de l’équation (i). 

13 . Si l’on n’avait connu que m — 2 intégrales de l'é- 

quation (2), on 11’aurait pu établir que m — 3 relations 
'entre c,, c,,..., c m _,, et l’équation (1), après la substitu- 
tion, aurait renfermé des différentielles troisièmes. L’éli- 
mination de aurait donné une équation li- 

néaire du troisième ordre renfermant dv x , (7 V, , (TV, , 
mais non c,. On pourrait donc encore l’abaisser au second 
ordre, sans qu’elle cessât d'être linéaire; et si l’on pou- 
vait l'intégrer complètement, on en déduirait, comme 
dans le cas précédent, l’intégrale générale de l'équa- 
tion (1). En appliquant les mêmes raisonnements, 011 ver- 
rait que si l'on connaît m — n intégrales particulières de 
l’équation (2), 1 intégration complète de l’équation (1) , 
et, à plus forte raison, de l’équation (2.) est ramenée à 
celle d’une équation linéaire de l’ordre n , et à de simples 
quadratures. 

14 . Il est facile de démontrer que l’intégrale générale 
de l’équation 


d m y 1 1 * 

(/.r* rêr" 


est nécessairement de la forme 

a 

y = r,y, -t- c,y, -H ... 4 - e m r m . 

En effet, soit y, une solution de cette équation ; suppo- 
sons qu’elle ne renferme aucune constante arbitraire, ce 
qu'on peut toujours faire, puisque, s’il en existait , il n \ 
aurait qu’à leur attribuer des valeurs particulières. I.’é- 
quation (n) admettra pour solution 

y — cr, ; 


* 
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c désignant une constante arbitraire. Considérant maiute- 
nanl c comme une fonction de x, on aura 

dy — y, de 4 - edy, , 
r l'y = y,d'c 4 - ndy, de 4 - cd'y , , 
d m y = y,d m c 4 - mdy,d m ~'c 4 - ■ • • •+* cd m y,. 

Eu substituant dans l’équation (a), les tenues multipliés 
par c disparaissent, et l’on a une équation linéaire de la 
forme 

d m r d m ~'c de 

d^ +K 'd^ + --^'dx = °' 

de 

et , en posant — = u , 

d m ~'ti d m ~'u _ 

(b) " ; ; 4- A, - f _ ; 4- ... 4- T, tt — O. 


d. T m ~ 1 


rAr"- 


Soit u, une solution de cette équation , sans constante 
arbitraire, eu, en sera encore une, et l’on aura 

r — c’ fn,dx -t- e", d’où y — r'V, -t- c'y,Jn,dx. 

On a donc une solution de l’équation (Vi), de la forme 

y = e,y, 4- e,y,, 

r, étant une fonction de x différente dej 

Donc, puisque cela peut s’appliquer à toute équation 
linéaire, on aura une solution del’équalion (A) de la forme 


d’où 


u — au, + fin,, 
c = afu,dx 4 - GJu,dx 4 - y, 


et, par suite, 

y — ay,Jn,dx 4- 6 y,Ju,dx 4- y/,, 
c’est-à-dire que l’équation (a) a une intégrale de la forme 

y = c,y, 4- e,y, 4 - r, v,. 
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Il en sci a donc du même du 1 équation (A), ut ainsi de 
suite, jusqu'à ce que l’on ait pour r une expression ren- 
fermant m constantes arbitraires, et qui sera l'intégrale 
générale. 

■43. I.e calcul précédent conduit encore à cette impor- 
tante proposition , que l’équation (n) ne saurait avoir de 
solution singulière. Supposons, en elfet, qu'il y en ait une, 
et désignons-la par après qu’on aura remplacé par 
des valeurs particulières quelconques les constantes arbi- 
traires, si elle eu renferme. Les raisonnements qui ont 
été faits dans le numéro précédent conduiront encore à 
une valeur de y de la forme 

y — c,y, -+• 


qui sera nécessairement l'intégrale générale. Mais y, s'ob- 
tient en supposant nulles toutes les constantes excepté c, : 
elle est donc une intégrale particulière, quelques valeurs 
qu’on y ail mises pour les constantes , et non une solution 
singulière, comme on l'avait supposé. D’où il suit que 
les équations renfermées dans la formule (a) ne peuvent 
jamais avoir de solutions singulières. 

■46. Cas ou l’on connaît une intégrale particulière de 
l' équation (t). — Lorsque l’on connaît une intégrale par- 
ticulière de l’équation (i), on peut ramener la re- 
cherche de son intégrale générale à celle de l’intégrale 
générale de l’équation ( 2 ). 

Soit, en cllèt, u cette intégrale particulière; ou posera 
y=u-\-z dans l’équation ( 1 ), et, en supprimant les termes 
qui se détruisent d’après l’hypothèse, il restera 


tl"z 

tlx" 


A 


r/*-'* 



+ Us 


O, 


et l’on est ramené, par conséquent, à la recherche de l’in- 
tégrale générale de l'équation ( 2 ). 
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Soit pour premier exemple 

d m Y . d m ~'Y 

4- A dx ±:; 4 - Vf = ax* -|- bx* ~' 4 - px 4 - q, 

A,..., U, a,..., q étant constants. 

On posera 

y = xr* 4- 6 j4 _i -H . . . H- Xx -+- j*. 

On identifiera les deux membres après la substitution 
dans l’équation proposée, et il en résultera n -(- i équa- 
tions qui détermineront les n + t inconnues a, 6,...,u. 
On rentrera donc dans le cas où le second membre se- 
rait nul. 

Soit pour second exemple 

^ + A 4- . . ■ 4 - V.Ÿ = a cos ( nx 4 -/>) 4- b sin [m + p). 


t 


on posera 

y = acos(/ 7 x 4 - p) -+- 6 sin(«.r-f- r). 


F.n substituant dans la proposée, le premier membre ne 
se composera que de termes dont les uns renfermeront 
cos (nx -{-/>), les autres sin (nx 4- />) multipliés par des 
constantes. En égalant les coefficients de ces deux expres- 
sions dans les deux membres, on aura deux équations 
qui détermineront a , o. 

Connaissant ainsi une intégrale particulière, on est 
ramené au cas où le second membre serait nul. On agi- 
rait d'une manière analogue si le second membre ren- 
fermait, en outre, des termes semblables dans lesquels les 
coefficients n et p seraient changés. 

47. Autre méthode pour l'intégration de l'équation 
linéaire complète. — M. Cauchy a donné une méthode 
pour trouver une intégrale particulière de l’équation 


(') 


d m y d m ~' Y 

— - 4- A — — — 

dx m rfr— ' 


...4- Vy = F (x), 
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quand on connaît une intégrale (le la suivante, 

,/"z , d m ~'t 

W 7^ + a ^'+--' + Uï = °> 

telle que pour x — a , on ait 


dz 

2 = 0, —• = o, 

dx 


d*~’z 

dx"~’ 


dx* 


■ = *(«), 


quelle que soi t la constante « , et l’on conçoi t qu’on pourra 
toujours trouver une valeur de z satisfaisant à ces con- 
ditions, si l’on connaît l’intégrale générale de l’équa- 
tion (a), qui renferme m constantes arbitraires. 

Soit, en effet, z = f(x , a) cette valeur de z. Posons 


y — J /( x > a ) da ~ z,la ' 


nous en déduirons 


dy 

dx 




Mais, par hypothèse, f(a , a) est nul, quel que soit a ; donc 
x) = o, et l’on a seulement 


^= r±d a . 

dx J, dx 


On trouvera de même 
d 

dx ’ 


*jr - n* 

'x' J , dx’ 

rz^dk, 

•!x m ' J u dx " ' 

d m r C x d m z 

-L- F(x'+ ^ da. 

dx " J, dx" 


Substituant à y et à ses dérivées les valeurs ainsi obte- 


« 
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nues dans l'équation ( 1 ), elle devient 


t>5 


n tl-z 

dP 


d. r" 


Uz ) da. -(- F (x) = F (x), 


ce qui est une identité en vertu de l’équation (a). 

Connaissant ainsi une solution de l'équation (i), on 
aura son intégrale générale, en y ajoutant l’intégrale gé- 
rale de l'équation (a). 


Formule relative aux intégrales d’ordres supérieurs. 


48. Si dans l'équation (i) tous les coefficients sont 
nuis, excepté le dernier, on a une équation de la forme 


(2) 


d m y 

dx” 


= V. 


V étant une fonction quelconque de x. En intégrant m 
fois de suite par rapport à x, on aurait la valeur sui- 
vante de^y : 

/ m 

\dx m — fdx Jdx. . .J'Vdx 4- ^x* 1-1 . . . -f- c m . 

Mais, au lieu de quadratures successives, on peut, au 
moyen d'une formule que nous allons faire connaître, 
exprimer y par une suite de quadratures simples, indé- 
pendamment les unes des autres. 

On aura d’abord, en intégrant par parties, et en omet- 
tant les constantes , 

/’Vrfx’ = JdxJVdx = xfVdx — JVxdx, 

J'Vdx 1 — — — (x’ fVdx — 2 xJVxdx -f- J Vx'dx). 


En continuant d’intégrer successivement, et opérant les 
réductions, on reconnaîtrait que les coefficients numé- 
riques suivent la même loi que ceux du développement 

2‘ édit . 5 
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(If (fl — b)“, cl que l’on a 


r 


Xdx" 


x r.-iJ \ ( l x 'ü \1 x*-\fXxdx 

= .^F.) ± (”- 1 } ( n -*h± -= È ^f VxPfLtzp . . . i 

' ' I I .J) 

| ± fVx*-'flx 

Mais pour démontrer rigoureusement cette formule, sup- 
posons qu’elle soit vraie pour une certaine valeur n , et 
prouvons quelle sera encore vraie pour n -+- 1 . 

Or, en partant de la dernière formule, supposée exacte, 
on trouve, en intégrant par parties , 


r 


Xdx"* 


.2. . .n 


x"f\dx — - x n ~ i fXxdx 

.lilZL'J J'\x*dx — . . . 

| ^(n — p + \) 

1.2 . . ./> 

ZnxJ 

n n(n — i ) 


*•••" ) "(»— ■)("— P + ' )+. -4-..I 


JVx"fLr. 


1.2 . . .p 


Or on a 


n n(n — i) 
(1 — iV— I h - 

I 1.2 


: » ip l = o; 


donc 


n n(n — i) 
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et la formule précédente devient 
• n-+-i 


r 


Xdx n+ ' 


1 x u f\dx x"~'f\xdx - 


• -{n—p- H) 


i.2.../»)±- ' - v ' 'ff V ' ^~ r ~ v x*-P/XxP+‘dxqz . . . (' 

\zp/Vx"t Ix 

La loi en question est donc vraie pour l’indice n -+- i , si 
elle 1 est pour l’indice n ; et comme elle a été reconnue 
pour n = 2 , elle est démontrée pour toutes les valeurs 
entières de n. 

Ainsi la valeur générale de jy, qui satisfait à l’équa- 
tion (a), sera, en rétablissant les constantes, 

I x—' fVdx — ^Zlfyxdx 

±— — — —x m ~p-'fVxPdxz+:. . , 

± fXx m ~'dx 
-+- c,x”-' . .-hc„. 

Equations linéaires à coefficients constants. 

49. La forme la plus générale de ces équations est la 
suivante : 


d m r | d—'j 
dx" dxT~' 


dy 

T £ + ^ = V. 


Si l’on suppose d’abord que le dernier terme \ soit con- 

y 

stant, on le fera disparaître en changeant y en ^- 4 -—: 
de sorte que l’équation qu’il suffit de considérer est 


(•) 


d m r . .d"~‘X 


dx m 


dx* 


- +■■ +r dx + Vj== °’ 


5. 
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t >8 

et si l’on peut tu» trouver ni intégrales particulières, on 
formera l'intégrale générale en les multipliant chacune 
par une constante arbitraire, et les ajoutant. Posons 
y = e‘ ,x , a étant indéterminé, et substituons dans l’équa- 
tion (i), il vient 


( 2 ) æ*+A(i''+...+ Tii + U = o. 


On aura donc ni intégrales particulières en prenant 
successivement pour a les m racines de cette équation. 
Si on les désigne par a ,, et par c,, c,,..., c,„ des 

constantes arbitraires, l’intégrale générale de l’équa- 
tion (1) sera 


(3) 


fl.X , fl,I 

y — c,r 1 +c,f ' 


• -+-r„ e 


30. 11 est facile de démontrer que cette équation donne 
bien l'intégrale générale de l’équation (1). Il suffit, pour 
cela, de faire voir que pour une valeur particulière 
X = a , on peut déterminer les constantes de manière que 
d d m ~ x y 

y, — — — — > soient égaux à des quantités arbitraires. 

■ dx dx"' 1 

On remarquera d abord que ces constantes étant entière- 
ment indéterminées, on peut mettre^ sous la forme 


(4) y =cy‘l r ~*' + '> + . . . -4- r.r- (*-«>, 

et l’on aura, pour déterminer c,, c,,..., c m , les équations 
suivantes dans lesquelles y 0j y „■■■ sont les valeurs de y et 
de scs m — 1 , premières dérivées , pour x = a: 


I C, . . -4- r„=y„ 

| n,c, ■+■ n,c t -h. . . 4- a n c m — y’, , 
(5R , a] c, -t- n\r, . . . -4- al c m = y\ , 

( n'’—r, ■+ r r m - 


Des équations du premier degré de ce genre conduisent à 
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îles formules dotil il n'est peut-être pas inutile de rappe- 
ler ici la démonstration. 

Multiplions la première équation par une indétermi- 
née k, la seconde par A', etc., et la dernière par i, puis 
ajoutons-les, nous aurons 

[k k' a x k -4-.. .-H u'" — ■ *) c, 4- (X' -H k tij~\~k tt* 4-... )ci4~... 

= kf. 4- ty, 4- k'x\ +... 4- 

pour déterminer c t , nous égalerons à zéro les coeffi- 
cients de c,,...,c m , ce qui donnera, pour déterminer 
Ar, A ,..., A ( "‘~* ) , les éijuations en môme nombre 


k 4- k'a t 4- k"fi\ 4- ... 4- Q* 1 — O , 
k 4- k'a 3 4- k" a ' 4- ... 4- n'" 1 ~ o , 

k 4- k'a m 4- k"n'„ 4- ... 4 - a "‘~ ‘ = o. 

Les premiers membres de ces éijuations ne sont autre 
chose que les valeurs que prend le polynôme k -f- ka 
-f- ka* -)-... -f- a m ~ l que nous désignerons par ®(«) dans 
lequel on remplace successivement a par toutes les racines 
de l’équation (a), excepté a, : le polynôme tp (a) aura donc 
pour racines a,, a s ,..., n,„, et il en résultera 



<p(a) — (a — a,)(n — a s ) . . .(n — a„) — 


F (“) 

1 ~ ~ } 
a — a t 


en représentant par F (a) le premier membre de l'équa- 
tion (a). De cette équation l’on déduit 

?(*.) = F' («,), 


et l’on aurait de même 


?("’) = F ' («j J, 

••t ainsi de suite ; de sorte que si l'équation ( 2 ) n'a pas de 
racines égales , les dénominateurs des inconnues e, , c,,..., 
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(jui sont !’’(«,), F (a ,) , seront différents de zéro, et par 
conséquent on pourra satisfaire aux équations (5); ce 
qu’il fallait démontrer. Les équations (4) ou (3) repré- 
sentent donc bien l’intégrale générale. Achevons main- 
tenant ce qui se rapporte à la détermination de ces incon- 
nues, par exemple de c, ; sa valeur est 

„ _ *r.+ *'/, -h . . . > 

F>.) 

11 ne reste donc qu’à conuaîtrc les valeurs de A, A ,... , or 
elles résulteront de l’identité 

k -f- k'a -(- k "a 1 -4- . . . -+- «*- 1 = 

a — <j, 

II suffira de développer le quotient fini de F (a) par a — a, , 
et les coefficients des différentes puissances de a seront 
A, A’,.... Les formules que l’on obtiendra ainsi convien- 
dront pour a,, a,,... par la simple substitution de ces 
racines respectives à a,. 

51 . Nous nous bornerons, sur ce point, à l’examen du 
cas général où les racines sont différentes, et nous ne 
traiterons pas le cas particulier où il y en aurait d’égales. 

Si l’équation (a) a des racines imaginaires, la valeur (3) 
de j" se présentera sous forme imaginaire; mais rien n’est 
plus facile que de lui donner une forme réelle. Soient 
a ±6 y ' — i deux racines imaginaires conjuguées de l’é- 
quation (a), les termes qui en proviendront dans la for- 
mule (3) seront de la forme 

')*• b c >— * V— 0^ 

ou 

e* x (Ae 6 * ^ -I- Br ~ , 

ou encore 

£**[A (cosfc -H ^ — i sin *>.!•• 4- R (cos — i $in$.r)|. 
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Or, A cl B ôtant tics quanti lés arbitraires, réelles uu ima- 
ginaires, on peut les déterminer de manière qu’on ait 

A + B = M, (A — B) v/“ = N, 

M et N étant des constantes arbitraires. Les deux termes 
que nous considérons dans l'équation (3) seront donc rem- 
placés par 

'•“(M cos Ç -t- N sinSx), 

et la valeur de y se présentera sous une forme réelle. 

52. Si l'équation (a) avait des racines égales, les termes 
correspondants de la formule (3) se confondraient en un 
seul, et l’on n’aurait plus l’intégrale générale de l’équa- 
tion (i), puisqu’il n’y aurait plus ni constantes arbitraires. 
Mais il est encore facile de trouver dans ce cas l’intégrale 
générale. 

Soient a , et a, deux racines que l’on suppose égales. 
On peut altérer infiniment peu les coefficients de l’équa- 
tion (i), de telle sorte que l’équation (a) n’ait plus de ra- 
cines égales , et que, par conséquent , la formule (3) donne 
l’intégrale générale. Lorsque les coefficients tendront vers 
ceux de l’équation (i), cette intégrale tendra vers une 
limite qui satisfera nécessairement à l’équation proposée, 
et qui en sera l’intégrale générale , si elle renferme m con- 
stantes arbitraires. 

Soit a, -)- d la valeur de la racine qui tend à se réduire 
à n,. Les termes correspondants de la valeur de y seront 
cc"'* + c'c*'*~*~* x , ou 

rc a ‘ x ■+- c’c*' x i -1- Sx -t- -f- . . . 

ou , en posant c -f- c = A , c’a == B, 

, <t,r , „ a r . . n r , 

A c ' -J-Hic 1 I— jl 1 

i . -i 
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les constantes c et c étant arbitraires peuvent toujours 
être choisies de manière que B et A aient des valeurs 
finies quelconques, quelque petit que soit d. Donc, à me- 
sure que o tend vers zéro , la somme des termes que nous 
considérons tend vers la limite Ac a ' x -f- Bxe"‘ x , et la for- 
mule (3) se change en celle-ci 

(6) r = c“' r (A + Bi) + c/> I + .. .-f -c m e" mr . 

Cette valeur dey est l’intégrale générale, puisqu’elle ren- 
ferme m constantes arbitraires. 

î>3. Si trois racines étaient égales, on supposerait d’a- 
bord 1 équation modifiée de manière que deux racilies 
seulement fussent égales, ce qui conduirait à la for- 
mule (6); on remplacerait a , par a, -(- d, et l’on aurait 

[ x 1 5 ' jc s d 
(A-t-c,)4-(B+c 3 d)x-t-r 1 J , ( - ... -K... 

Or, A , B, Cj étant arbitraires, on peut poser 

— =C’, B 4- c/î = B', A +c 3 = A', 

1 . 2 

A', B', C’ étant de nouvelles constantes arbitraires; et, 
faisant tendre d vers zéro, on aura pour l’intégrale gé- 
nérale 


y = c a ‘ x (A' -t- B'x + C'x’) -4- c, e"‘ x + ... -h c„ e a ~ x . 

On continuerait de la même manière si l’on supposait 
une quatrième racine égale à a,, et l’on voit qu’en géné- 
ral, si n racines deviennent égales à a t , on aura pour l’in- 
tégrale générale 


(?) 


y — e tt ' x {k' -+- B'x +• C'x 1 -4- . . . P'x— ') 

■+■ c» H é*' +,r + . . .+ C M C ,, - X . 


oi. On peut encore déterminer d’une autre manière 
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l'intégrale générale, lorsque n racines a,,..., a„ ont 
une même valeur a. En ell’et, on ue tonnait plus alors 
immédiatement que m — n -f-t intégrales particulières, 
et ce cas rentre, par conséquent, dans celui qui a été 
traité dans un des numéros précédents. 

Soit Ce”'' le terme auquel se réduisent n termes de 
l’équation ( 3 ) , et généralisons-le en considérant C comme 
fonction de x; nous aurons 


d m y dL 

— - - : Co" tr“ -+- ma n ~' — e . 
dx™ dx 


d m C 

dxT 


dx 


„ dC 
= Cac a *+ — e 
dx 





y = 0°* 


Substituant dans l’équation (t), les termes qui renferment 
C disparaissent en vertu de l’équation (a); ceux qui ren- 


ent ~ disparaissent , 


ceux où entrent inclusivement, parce que la racine 

a annule les n — 1 premières dérivées de l’équation (a). 
Il reste donc une équation en C dans laquelle l’ordre le 
plus élevé est in, et le moins élevé est n. Son intégrale 
générale fournirait /«constantes arbitraires, mais nous 
11’avons besoin que d’une valeur de C qui en renferme n, 
et c’est ce que nous aurons en posant 


d’C 

dx" 


d’où 


C = A' + B’x + ... + PV _I ; 


ce qui conduit de nouveau à la formule (7). 

35 . Si le dernier terme V était fonction de .r, on pour- 
rait commencer par le négliger, et l’on intégrerait l’équa- 
tion (1) comme nous venons de le faire; puis on considé- 
rerait les constantes comme des fonctions de .r, et l’on 


> 
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obtiendrait la solution complète de l’équation proposée 
par le procédé indiqué précédemment. ÎSous ferons obser- 
ver seulement que si quelques-unes des racines a,,. 
étaient imaginaires ou égales, il serait convenable d'em- 
ployer l’intégrale de l’équation (i) avec les modifications 
que nous avons indiquées dans ce cas. 

Cette équation peut aussi s'intégrer par la méthode de 
M. Cauchy, et nous la choisirons pour donner un exem- 
ple de cette méthode. Soit 


d m r d m ~'r 

-4- A - — — 
(Lc m djf* 1 


cix 


+ Ur = F (x). 


En négligeant le second membre, l'intégrale générale sera * 
de la forme 


y = +c,c n 't x -*' ... -H 

a étant une constante choisie arbitrairement, et 

a m les racines, que nous supposerons toutes inégales, de 

l’équation 

a m -+- A/i** -1 + Ta +U = o. 

Il faut d'abord déterminer les constantes c.,, c,,..., c,„ par 
la condition que pour x = x on ait 


dr 

r = o, - = o, 


(l ‘ Y 

= F(«); 

djf-‘ v 


on est conduit ainsi aux m équations suivantes : 
C\ -h Ci -H . . . c m = O, 


fi.c, 4- a, c, -4- . . . 4- n m c m =r o, 
-4-. • ’„r, = o, 


n '-'r, -f-n’" - ' r » + . • . + a'm ’ r« = F (*). 

I.es équations se résoudront comme oni a mi précédent- 
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ment, et, en posant 

a- 4- An*-' 4- ... 4- Tn 4- U =/(«), 
on trouvera 


_ F (a) _ F (a) __ F (a) 

c * “/'(«.) f "“7W 

La valeur précédente de ^ devient ainsi 


/'(«») 


F («Oe- 


il faut maintenant intégrer celte expression par rapport 
à a. entre les limites o et x, puis y ajouter l’intégrale gé- 
nérale de l’équation 


d"y 

dx" 


4- A 


d*~'y 
dx m 1 


. . . 4- Uy = o , 


¥■ 


laquelle est, en désignant par a,, a,,...,a,„ des constantes 
arbitraires , 

y = a,c°' x -h *, e a ' x 4-. . . -I- «*c‘ , " r . 

L’intégrale générale de l’équation proposée sera donc 



• >G. Les équations linéaires de la forme suivante : 

d’y A d m -'r N d m -"r 

— z. _j ! -4- ... H — t- . . 

dx m «j?4- b il.r m ~' (ax 4- o)" dx m ~ " 

ITy _ 

• + (n.c -(-/>)" “ ° 
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obtiendrait la solution complète île l’équation proposée 
par le procédé indiqué précédemment. Nous ferons obser- 
ver seulement que si quelques-unes des racines a, 
étaient imaginaires ou égales, il serait convenable d’em- 
ployer l’intégrale de l’équation (i) avec les modifications 
que nous avons indiquées dans ce cas. 

Cette équation peut aussi s’intégrer par la méthode de 
M. Cauchy, et nous la choisirons pour donner un exem- 
ple de cette méthode. Soit 


H m y d"—' y 

. -H A — — -f 

(Ix? 1 dx" 1 


. 4- T % 4- Vy = F (x). 
dx 


En négligeant le second membre , l’intégrale générale sera 
de la forme 


y = c,e"'< x - a > 4- ... -H 

a. étant une constante choisie arbitrairement , et u,, .., 

a„ les racines, que nous supposerons toutes inégales, de 
l’équation 

a" 4 - A/j* -1 4 - ... 4- Tu 4- U = o. 


Il faut d’abord déterminer les constantes c.,, r,,..., <■„, par 
la condition que pour i = *on ait 


J = °> 



<l m ~'y 

dx"-' 


= F(«); 


on est conduit ainsi aux m équations suivantes : 

c> 4- c, 4- . . . 4- c m = o, 
n,r, 4- a, c, 4- . . . 4- «. c„ = o, 
a]c, 4-rtjr, 4-. . . 4-n,’,.r„ = o, 


n'~'r, 4-«’J -1 r, 4- . . .4 -nZ~' r m = F (x). 

I.cs équations se résoudront comme on 1 a vu précédent 
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mont, et, on posant 

o" -+- An"-' + . . . -+- Ta -+- U =/(«), 
ou trouvera 


F (a) __ F (a) 

c % — 7 v 7 — \ ’ c * — 777 — 

/'(«,) /'(a,) 

La valeur précédente de/ devient ainsi 


_ F(a) 

VW 




-h- F(a)e~ a ” a . 

II faut maintenant intégrer cette expression par rapport 
à a entre les limites o et x, puis y ajouter l’intégrale gé- 
nérale de l’équation 

ri” y <l m ~' y 

^ + A ^ + ”’ +U ' = °’ 

laquelle est, en désignant par a,, a,,..., a,„ des constantes 
arbitraires , 

y = a,e°> x -t- se, -t- . . . -h a„ c"" x . 

L’intégrale générale de l’équation proposée sera donc 

*>(). Les équations linéaires de la forme suivante : 

ri” Y A tl m ~' r N d m ~ n r 

■ H —r , ._‘. 4 -*.*+ " 1 


tix” M -F b tlx”~ 


irrx -f- by rix m ~ m 
U* 

-t- ; ~—rr= — 0 

lux ) >> 
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s’intégrent généralement en posanL y = (as -f- hf . On 
trouve, en substituant, 

a(a-l)...(«-»i-l- i)a"+Aa(a — i)...(a — /n-t-2)a" -l -t-...4-U=o. 

Cette équation donne pour a, m valeurs a,, a,,..., a m -, et 
si 1 on désigne par e, , c,,..., c m des constantes arbitraires, 
1 intégrale générale sera 


X = c ' ( a * ■+- *)“' -+- c ! (<M 4 - *)“• -H . . . •+• c m [ax + b)* m . 


Le cas où l’équation en a aurait des racines imaginaires 
ou égales se traiterait comme dans les questions précé- 
den tes. 

57. Lorsque l’on connaît l’intégrale générale d’une 
équation quelconque de l’ordre m 





(>) 


L(x, y, y', y",.. ., y<")) = o, 


on peut former une équation linéaire de l’ordre m , à 
coefficients variables, dont l’intégrale générale sera expri- 
mable immédiatement. 

Soit, en effet, 

( 2 ) y =<((*, a, b,.. 


l'intégrale de l’équation (i) renfermant m constantes 
a , /. Si l’on substitue cette valeur et celles que pren- 

nent par suite y' , y" , etc., l’équation (i) deviendra iden- 
tique, quels que soient .r, a. /. Si donc on ladif- 

férentie, après cela, par rapport à l'une des constantes , 
a par exemple, le résultat sera encore une identité en 
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x, «, b,...) I ■ Ou trouvera ainsi 

dFdy rfF dy' rfF^rf/^ rfF rfj 

dy da~*~ dy' dn dy" da r fy(") da 

et cette équation sera identique en x, a, />,..., /, si l’on 
remet , au lieu de^ et de ses dérivées, les valeurs données 
par l’équation (a). 

Posons maintenant ~ — u , il s’ensuivra 
dn 

dy' du dy" (Pu rf)(*) d m u 

da dx ' dn dx 1 ’ ' da dx m ’ 


puisque x et a sont indépendants. 
L'équation (3) devient alors 

, rfF rfF du rfF d”u 

^ dy dy’ dx~^~ dy(") rf.r* 


Si maintenant on exprime tous les coefficients 

r dy dy ( m > 

au moyen dex, a, d’après l’équation (a), on aura 

une équation linéaire de l’ordre m à coefficients variables 

dont on connaîtra une intégrale qui ne sera autre chose 

que 

par rapport à l’une quelconque des autres constantes 
è,..., /, on serait arrivé à la même équation (4), dans 
laquelle u aurait représenté la dérivée partielle de 
ç(x, a, b,..., I ) par rapport à ces diverses constantes. On 
formera donc, de cette manière, m intégrales particu- 
lières de l’équation (4), et, en les multipliant par des con- 
stantes arbitraires A , B,..., L, leur somme donnera l'in- 
tégrale générale de cette équation; son expression sera 


Si l’on avait differentié l’équation (i) 


n — A 


dn 


A 

dh 


-4- T 
+ L rf/ 
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Si l’on ne connaissait qu'une intégrale particulière de 
l’équation ( i) renfermant moins de m constantes, on en 
déduirait une intégrale particulière pour l’équation (4) 
avec un môme nombre de constantes. 

On remarquera que si l’équation (i) était linéaire, 
l’équation (4) aurait les mêmes coefficients, et même ne 
renfermerait pas de terme indépendant de la fonction u; 
elle rentrerait donc dans la première, et l’on ne parvien- 
drait à rien de nouveau. 


Transformations propres à abaisser l'ordre tics 
équations. 

58. Toute équation linéaire de l’ordre m 


d m y 

TZr" 


d m ~ ' r 

A — +...+ P r = o 


peut s’abaisser à l'ordre m — i , en posant 


En effet , on aura 


v = cf ,dx 


d r S tdx < l 'y 
dx dx 2 


,’eftd* + ?L e f'dx,. 
dx 


substituant dans la proposée, le facteur td >ix disparaîtra , 
et l’équation sera de l’ordre m — i en t; mais elle ne 
sera plus linéaire. 

Soit, par exemple, 


on obtiendra 

♦ 


Hz 

dx * 




O, 


-+/' + A(+l! = o. 
tlx 


59. Considérons maintenant une équation où n’entrent 
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ni x ni > , tuais seulement deux dérivées consécutives 
d'ordre quelconque : 




On posera et il viendra F (/>, — o -, d’où 

l'on tirera 

r Lr =/(p) dp et x = ff(p) dp C = <j> (p). 

Si l’on peut résoudre cette équation par rapport à p, ou 
connaîtra en fonction dex, et par une suite de qua- 

dratures on parviendra à avoir y en fonction de x et de n 
constantes arbitraires. Si l’on ne peut la résoudre, on ob- 
tiendra y en fonction de p de la manière suivante. 

L’équation — P donne 


= S P dx = fpfi P ) d P + C ; 


intégrant toujours par rapport à x, et remplaçant dx par 
f(p)dp dans le second membre, on parviendra, par une 
suite de quadratures , à y = iji ( p ). 

Éliminant p entre celte équation et x = y ( p ), on aura 
une équation entre y, x et n constantes arbitraires, qui 
sera l’intégrale générale de la proposée. 

60. Si par exemple on demandait la courbe dont le 
rayon de courbure est égal à une constante n, il faudrait 
intégrer l’équation 



tlx'- 
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rf> 


ou, eu posant — = />, 

■ « +r'Y _ 


d'où 


<ir 




(« + />f 




, et x = -7=; 

y/t + />’ 


On pourrait résoudre cette équation par rapport à p, mais 
il sera plus simple d’exprimer y en fonction de p; on aura 






C,. 


Connaissant ainsi deux intégrales premières de la propo- 
sée, il suffira d’éliminer p entre elles pour obtenir l'inté- 
grale générale , qui sera 

équation d’un cercle ayant a pour rayon , et le centre au 
point arbitraire dont les coordonnées sont C , C.,. ■ 

61 . Considérons encore le cas où les ordres des deux 
dérivées auraient une diÜ’érence de deux unités 


(d’-'y d l 'y\ 

F ( d.r*-' ’ rfx- ) — °’ 


posant 


d n ~'y _ 


dx“~ 


- = p, il vient 


F ( /, «S) = o> d ’ ofi ' S - = /{r)i 


multipliant par a dp et intégrant, il vient 

(î) = *ff(p) d P + c-> 
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Je 


tl.r = f(fi)dp, x = •}(;>), 


<p(p) renfermant deux constantes arbitraires. 

Si l’on peut résoudre cette équation par rapport à p, ou 
connaîtra j par n — a quadratures, qui introduiront n — a 
nouvelles constantes arbitraires; sinon, on obtiendra y 
en fonction de p , en intégrant n — a fois l’équation 

: p, après avoir multiplié à chaque fois le premier 


-’r 


djf 1 

membre par dx , et le second par son égal (p) dp, L/ex- 
pression de y renfermera ainsi n — a constantes arbi- 
traires, et l'élimination de p entre les deux équations qui 
donnent x et y conduira à une équation entre x, y et n 
constantes , qui sera l’intégrale générale de l’équation pro- 
posée. 

62. En général , si l’on a 


F /x d " y d 

1 r* rfr-’"’’ d 


y 

dx™ 


d’jr 


on abaissera l’ordre de n unités, en posant = p, et 

si l’on peut intégrer l’équation 

/ d m ~ m p\ 

F 

puis résoudre par rapport à .r, ou à />, on obtiendra l’é- 
quation en x et par les mêmes moyens que dans les cas 
précédents. • 

Mais si l’équation était de la forme 


2 )— 


ou pourrait, par le changement de la variable indépen- 
sé édit. ’ 6 
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dautc, la réduire n lu fonnc 


/ dx d m x\ 


ri J’abaisser en posant = p. 

03. Si ré(|uation 

/ </r d ’r d m y\ 

F [ X ’ J ' Tx' *?*•"’ 7Â?j =0 

• . . , dy d’y 

était homogène par rapport aux quantités j-, — , , • ■ ■ , 

fiJC fiX 

ou pourrait abaisser son ordre d'une unité. 

En effet , eu divisant par une puissance convenable 
Je Yt on lui donnera la forme 

/ >fy d 'y \ 

I dx dx 1 ) 

/ \- r ’7’ T r "7=°- 

• dy 

On posera ensuite -j- — yt , ce qui revient a poser 
y = eJ tJ ’ . II en résultera 


t'y (dt \ 

Jx' = y (s + e ) ’ 

t\r id’t dt \ 

dx r - X ( ,5? + ^dx + ' ) ’ 


y sera facteur dans toutes ces dérivées, et l’équation ri- 
dessus deviendra , par ees substitutions, une équation de 
l’ordre m — i entre .r et t. 

64. Lorsqu’on donne l’équation d’une courbe, ren- 
fermant l’arc s, et qu’on cherche celle qui aurait lieu 
entre x et ) seulement , il faut difl’érentier l’équation don- 
née, remplacer ris par y'V/x’ -f- rfy', et éliminer s entre 
COtte équation et la première; on aura ainsi une équation 


f 


« 
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différentielle entre x et j- seulement. Si l'équation donnée 
peut être résolue par rapport à s, il n’y a aucune élimi- 
nation à faire après la différentiation. 

Soit, par exemple, s* = ay , d’où l’on tire 


= a' y\ 


Différentiant, il vient 


ds 

d X 


on tire de là 


dx la 

d X~\Vx~ 


dx' 

Tfy-' 


équation d’une cycloïde rapportée à son sommet , et en- 
gendrée par un cercle dont le rayon est 
Si l’on donnait une équation de la forme 


= F (s) 


on poserait 


dy 


dx~ P ' <, ’ tfÙ * = F M-. 
Oïl obtiendra par la différentiation 


dx 


d’où l’on tire 


dx 


_ r ’(p)d P 

<J\ -+- p~ 


dy = pdx = 

V i H- />’ 

Si l’on peut effectuer res deux quadratures, on obtiendra 
l’équation entre .r et y y en éliminant p entre les deux 

6 
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équations obtenues. Si l’une de ces deux équations peut 
être résolue par rapport à p, il est inutile de connaître 

l'autre, puisque l’on aura la valeur ~ eu fonction de x 

ou dey, et que , par conséquent, on aura l’équation finie 
entre x et y par une simple quadrature. Soit par exemple 


tir 

— oarctang--- 
d.i 


l.a dillërcntiation donne ré<|uation 

atlp 


dx = 


et , pat' suite , 


<b = 


(' -t -p'Ÿ 

npdp 


(i +/»')’ 

Cette dernière s’intégre immédiatement , et donne 


d’où 


y — r = — a ( 1 -|- p 1 ) ’, 

d*= 

— (j' — c y 


et, en intégrant, 


( x — d y -h (y — c) 1 = n 1 . 


C’est l’équation d’un cercle de rayon n, placé d’une ma- 
nière quelconque. Pour satisfaire à l’équation donnée, il 
faudra prendre pour origine des arcs l’un des points où 
la tangente est parallèle à l’axe des .r, afin que l’on ait 
t d y 

.5 = 0 lorsque — = o. 

1 dx 
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Intégration des équations homogènes jiar rapport 
à x, >, di, dy, d 3 y. 

’ (55. Soit 

( i ) F (x, y, dx, dy, d'y) = o 

une équation de ce genre, et dont les termes sont tous 
finis, ou infiniment petits du même ordre. 

Posons 

y — : ux, dy — prix, d’y — - dx'. 


En taisant d'abord ces substitutions dans l'équation (i), 
y et ses ditlërentiellcs auront disparu, et tous ses termes 
seront homogènes par rapport à x et dx. En ellet, ils l'é- 
taient primitivement par rapport à x , dx, y, dy, d'y , et 
1 on a substitué à ces trois dernières quantités des expres- 
sions homogènes du premier ordre, par rapport à x et dx. 
Et comme tous les termes doivent être du même ordre in- 
finitésimal, dx disparait nécessairement, et par suite x. 
Donc l’équation obtenue sera do la forme 

(*) / (“ » Pt <l) = o, 

et donnera 

7 = f(p, «)• 

Or — peut s'exprimer de deux manières au moven de u 


et p , car on a 
d’où 


ttd.i: -f- x du = pd.r 9 
dx du 


x p — n 
D'uni» autre pari , on a 


7 _ dp 
x dx 


cl 


dx 

par suite, 


dp dp 

7 ~ 1 ‘(Pt «) 
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Egalant les deux valeurs de — . il vient 


\^j - — ; r " 

P — " ?(/>> "î 

équation différentielle du premier ordre, qui, intégrée, 
donnera 

P = + («, r), 

c désignant une eonstaute arbitraire. 

On connaîtra facilement x en fonction de u , puisque 
l'on aura 

dx du 

X ~ !f(u, c) — U 

d’où, en désignant par c une nouvelle eonstaute arbi- 
traire, et par 1 ^(m, c ) 1 intégrale du second membre, 

x = r'z(ti, c); 


et comme « = - , on aura 


~' 4 ’ ■)■ 


et l’on eonnaitra ainsi l'intégrale générale de l'équation 
proposée . 

G6. Lorsque le second membre de l’équation (3) est de 
la forme 

Uf/jJ 

f TpŸ 

on remplace l'équation (3) par la suivante : 

dx iul/> 

* ~~ ?(/>)’ 

qui devient, en multipliant par ^ » 

dy pdp 

y ~ ?(/’) ’ 
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Effectuant l’inlégration et désignant par c une constante 
arbitraire, on mettra y sous la forme 

y = «4 {p)- 


Si l’on peut résoudre par rapport à p, on ramènera l’é- 
quation à la forme 

dx — x(r)dy, 

et l’on intégrera les deux membres; sinon, l'on tirera des 
équations précédentes 


d’où 


dy = 


pydp _ < ïMp) d P 

fip) <r(p) 


= pdjc. 



^{P)‘ l P 

1(P) 


et l’on éliminera p entre cette équation et y — c<]t (p). 

*)7. Nous trouverons une application de cette méthode 
dans le problème suivant : Déterminer la courbe dans 
laquelle le rayon de courbure est proportionnel à la 
normale. 

On obtient immédiatement l’équation différentielle 

rfy 1 d'y 

,+ rf?-=^"'->-rfF’ 


m étant le rapport du rayon de courbure à la normale. Le 
signe supérieur se rapporte au cas où le rayon de cour- 
bure est dans le sens de la normale , et le signe inférieur, 
au cas où il est en sens contraire. 

Posant 

y — H t, rfy — !>(hc, d'y — - rf.r’, 
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i -hfJ 7 


d’où 


i + p 1 

q = ■ * 

mu 


et, par suite, 


du 

(p-ü) 


mudp 
i -+- p 1 


équation qui neu-entre pas dans celles que nous avons inté- 
grées. Mais, d’après la remarque faite dans le dernier nu- 
méro, on la remplacera par la suivante : 


dx mudp 




d’où l'on déduit successivement 
dx 


dx mdp dr mpdp 

y y ~ i -h p' ’ 


==F ” >(' + p')= 1 (* -i -pf* * 


J' = r ( ' + p ! ) 1 , 



11 y a des valeurs particulières de m qui rendent cette in- 
tégration possible, savoir m — 2 , m — 1 . Examinons 
successivement ces deux cas. 
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2 . ou aura 


8 <) 



Kn preuant le signe supérieur, on a 



équation d’une cyeloïde dont la base est située sur l’axe 

des x, et dont le Cercle générateur a pour rayon -, dont 

la valeur est arbitraire. Et, en ell’et, on sait que dans 
toute cycloïde ainsi placée, le rayon de courbure est 
double de la normale. 

En prenant le signe inférieur, on a 


d’où 


ou 


<tx = 


V 'City 
\j y — c 


X C = 


2 




équation d’une parabole dont l'axe est perpendiculaire à 
1 axe des x. 

La normale se rapportant à une droite donnée, que 
l'on a prise pour axe des .r, si l'on changeait cet axe, il 
faudrait se rappeler que la normale doit être prolongée 
jusqu’à la droite donnée, et non jusqu’au nouvel axe 
des x. Mais on peut prendre l'origine en tel point que 
l’on voudra de celte ligne, par exemple celui dont l’ai»— 
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scisse est c , ce qui revient à faire c = o ; on a ainsi 

x 1 

J c ~ 4c’ 

et il est facile de vérifier que, quel que soit c, la parabole 
représentée par cette équation a son rayon de courbure 
double de la normale et dirigé en sens contraire. 

2°. Soit m = i ; l'équation différentielle de la courbe 
sera 

dy 


rtx — 


\/(r- 


En prenant le signe supérieur, il vient 

, l r - • 

^ c 1 — y’ 

d’où 

X — c' =— \Jc' — y \ 
ou 

y* -+- ( x — = c ’> 

équation d’un cercle quelconque ayant son centre sur 
l’axe des x. Et l’on voit, en effet, qu’alors le rayon de 
courbure sera toujours égal à la normale, et dirigé dans 
le même sens. Si l’on prend le signe inférieur, on trouve 


d’où 


d _ _ Cli r 

C 3 


, / + \jjr' — 

C 

llemplaçanl x — c par x, on obtient 

X 

y 4 - yj y 3 — — cc c , 
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c’est la courbe que l’on nomme cluilnette : elle est 
symétrique par rapport à l’axe desjy, et son sommet est 
à la distance c de l’axe des x. Il est facile de vérifier que 
son rayon de courbure est égal à la normale et dirigé en 
sens contraire. 

Une des équations que nous venons de traiter peut être 
intégrée plus simplement par une considération particu- 
lière: c’est celle que l’on obtient en supposant m = i , et 
prenant le signe supérieur; on a alors 


ci* r dy' 
X ’dx + dX 1 


i — o; 


des deux premiers termes formant la dérivée de y —■> ou 
aura, en intégrant, 

dy 

y — — f- x — c = o, 


et , en intégrant de nouveau , 

y ‘ -+- (x — c)’ = c’, 

équation qui ne diflère pas de celle que nous avions déjà 
trouvée. 


Elimination îles variables entre les équations différen- 
tielles simultanées. Intégration de ces équations. 

68. Considérons d’abord deux équations à trois va- 
riables x,j, z , et dans lesquelles on peut toujours sup- 
poser que les dérivées soient prises par rapport A la même 
variable indépendante, r par exemple; i et ; sont des 
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ionctions de x qu il s'agit de déterminer, et nous cotn- 
mencerons par y appliquer le développement en séries. 

On peut toujours supposer que l’on tire de ces équa- 
tions les valeurs des coefficients différentiels de l’ordre le 
plus élevé par rapport à y et z, s’ils entrent dans les deu\ 
équations. Il faut toutefois excepter le cas particulier où 
l’élimination de l'un ferait disparaître en même temps 
l’autre. Les deux équations peuvent donc, en général, 
être conçues sous la forme 


d m y 

o / 

JS 

9 

1 

4 

d" 1 i\ 

dx” 

= F 

■’ rfx— ’ 

d 

d"z 


d m ~'y 

d n ~'z\ 

dx" 

= F. (•*. y, ■ 

’’ dx”~'' 

' ' ’ dx"-') ' 


y 


si l’on prend arbitrairement les valeurs de y,..., — — ' 

* J dx” 1 


d"~'z 


dx* 


— t , dans lesquelles on fait x = o, elles servi- 
ront à exprimer toutes les dérivées suivantes de y et s, 
pour la valeur x = o , et l’on pourra, par conséquent, 
développer y et z par la formule de Maclaurin. On voit 
que leurs expressions renfermeront m -+- n constantes 
arbitraires. Au lieu de la valeur particulière .r=o,on 
pourrait en choisir une autre quelconque ,r 0 et employer 
la série de Taylor. 

Si l’élimination de — - avait entraîné — , la seconde 
dx” dx" 

des équations précédentes serait d’un ordre inférieur à n. 
Ce cas est renfermé dans celui que nous allons traiter. 

60. Soit m l’ordre le plus élevé par rapport à y dans 

(t m Y 

les deux équations. On tirera la valeur de ^ de 1 une 

des équations, et on la reportera dans 1 autre, si celte dé- 
rivée s’y trouve; il n’y aura plus alors dans celle-ci que 
des ordres inférieurs à /« par rapport :'i t . On en tirera la 
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et l’on aura deux 


valeur de la dérivée la plus élevée en s , 
équations de la forme 


(■) 

2-» (*'••• 

d m ~'Y 

d"z\ 

’ ’ ’ dx") ' 

w 

d ’’ z _ F /_ .. 

f l m ’y 

d"~'z i 

s? - M*’ 

'd^' Z ’" 

’’ dx"’~') ' 


dans lesquelles on a m > ni , et « < n ou n > n . 

i°. Soit n<C.n'\ prenons arbitrairement les valeurs de 

d m ~ , jr d''~'z , , , . 

> z,..., : ■ -- pour x= o; toutes les dert- 

J ’ ’ djc"~' d.r* ~ 1 r 

vées supérieures seront connues pour la même valeur 
x = o, au moyen de celles-ei et des équations ( t) et (a), 
de sorte qu’on pourra effectuer le développement de y et z. 
Le nombre des constantes arbitraires. qui y entreront est 
ni 4 - n, et dans le cas actuel , on a rn ri > tri 4 - n. 
a". Soit n > ri-, le développement de y exige toujours 

que l'on connaisse les valeurs de z pour x = o. 

Or, depuis l’ordre ri, elles devront être tirées de l'équa- 
tion (a) et de ses dérivées jusqu'à l’ordre n en z ; ce 
qui conduira à l’ordre tri n — ri en y. Or, si l’on avait 

^ f/ m )‘ 

,ri + n — ri > ni , l’équation (i) ferait connaître — — > au 

moyen des dérivées d'ordres supérieurs à rn, et celles-ci 
au moyen d’autres plus élevées; on ne pourrait donc 
effectuer le développement de y. On doit donc avoir 
m 4- ri > tri -f- n pour que le calcul précédent puisse 
faire connaître y et s ; et dans ce cas le nombre des con- 
stantes est encore le plus grand des deux nombres m 4- « 
et ni 4- n. 

70. Si l’on avait eu tri 4 - n > ni 4- on aurait au 
moins l’une des deux inégalités tri > m, n > soit par 
exemple (ri > ni. On tirerait des équations données les 
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. . il * » tl“z 

valeurs (le et — — : on aurait ainsi 

ih r tlx" 

d* y , I d m '~'y 

dxf ~ f ' ,r ’ r ’ ‘ ’ ’’ rfx " 1 - 1 * 


d"z 

dx* 




d’z\ 

rf”~'z\ 
fl,i /'~ 1 y ’ 


et les développements seraient possibles, parce que les 
équations rentrent dans le cas précédent. Le nombre des 
constantes serait tri-\-n et serait encore le plus grand des 
deux nombres m -+- « et m -+- ri. 

71 . Supposons maintenant un nombre quelconque 
d'équations simultanées, qui doivent déterminer, eu fonc- 
tion dex, les variables j", z, u j.... ISous considérerons 
seulement le cas où l’on peut les concevoir résolues par 
rapport aux coefficients dilTérentiels des ordres respective- 
ment les plus élevés par rapport à j, z, u,..., savoir 


il m y fi n z dPu 

dx" ’ dx" dxf 


Il est clair qu’au moyen des équations données, qu’on 
différentiera indéfiniment, il sera suffisant et nécessaire 
de connaître les valeurs que prennent y, z, et 

Jeurs dérivées jusqu’aux ordres m — î , n — i , p — i ,. . . , 
inclusivement, et dans lesquelles on fera x = o, pour 
pouvoir effectuer le développement de chaque variable 
par la formule de Maclaurin. Ces constantes sont entiè- 
rement arbitraires , et leur nombre est 


ni + n -y p -f- . . • • 

72. Laissant de côté maintenant les développements 
en séries, nous allons chercher à éliminer toutes les fonc- 
tions, excepté une, et ramener ainsi la question à l’inté- 
gration d’une seule équation différentielle. 

Proposons-nous d’abord d’éliminer y entre deux équa- 
tions dans lesquelles le coefficient différentiel de l’ordre le 


Digitized by Google 



SECONDE PARTIE. 


tl m ) (i*Z 

plus élevé par rapport à y est et, par rapport à z, 

Supposons, en premier lieu, que ces deux expressions 
entrent dans chaque équation , combinées d’une manière 
quelconque avec les coefficients différentiels des ordres 
inférieurs, ainsi quej', z et x. Soient ces équations 


dy 

d m y 

dz 

d n z' 

*’ S’" 

’’ dx *’ 

dx'" 

dx m / 

dy 

<l m y 

dz 

d n z 

x * 

’ dx” ’ 1 ' 


*’ d~x" 


Si l'on difl'érentic ces deux équations un môme nombre 
de fois quelconque, on introduira autant de nouvelles dé- 
rivées de y d’ordre supérieur à m , et un nombre double 
d'équations; de sorte que, si l’on effectue ainsi ni diffé- 
rentiations , on aura 2/n -f- 2 équations renfermant y et 
ses 2/n premières dérivées, et l’on pourra en éliminer 
toutes ces quantités par les règles ordinaires de l’algèbre. 
Leur système sera ramené à une équation de l’ordre m+n 
entre - et x, d'où l’on pourra tirer la valeur de z en fonc- 
tion de x et de m-\-n constantes arbitraires, et à 2m-(-i 
équations dans lesquelles on substituera a z et à ses dé- 
rivées leurs valeurs, actuellement connues, et elles ne 
renfermeront plus que y et ses 2 m premières dérivées. 
Éliminant ces dernières, il restera une équation entre y 
et x et les m + n constantes arbitraires qui se trouvaient 
dans z. 

Ainsi, en général, les fonctions y et z renfermeront 
les memes constantes arbitraires , en nombre égal à la 
somme des nombres qui désignent l'ordre le plus élevé 
des équations par rapport à y et z respectivement. 

On agirait d'une manière analogue et l’on arriverait à 
des conséquences semblables , pour un nombre quelcon- 
que de fonctions, avec un nombre égal d'équations. 
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T,i. Mais il peut arriver que les coefficients diflércntiels 
de l'ordre le plus élevé n’entrent pas à la fois dans les 
deux équations. 

Supposons que les coefficients différentiels de l'ordre 
le plus élevé soient, dans la première, 

d m y d n z 
dx m dt " 

et , dans la seconde , 

d m ' y d n z 

dx “ dx* 

On différentiera ni fois la première équation , et m fois 
la seconde. On aura alors m -4- m -+- a équations renfer- 
mant y et scs dérivées jusqu’à l’ordre ni -4- ni. On pourra 
donc éliminer toutes ces quantités, et il restera une équa- 
tion entre j et r, dont l’ordre sera le plus grand des 
deux nombres ni ri, et ni + n ; et cet ordre est égal 
au nombre des constantes qui entreront dans la valeur 
de z. Substituant à z et à scs dérivées leurs valeurs con- 
nues, dans les ni- f- m'-f- t équations, on en pourra éli- 
miner les ni -f- ni dérivées de y, et il restera une équation 
entre y, x, et les constantes qui entrent dans z. 

74. Considérons, en particulier, le cas de ni équations 
où toutes les dérivées sont du premier ordre , et peuvent 
en être déduites sans que l’on rencontre aucune incom- 
patibilité ou indétermination; on aura alors 

dr 

F ( X ’ y ' •’ 
dz 

— = f(x, y, z,. . ., a). 


= ft*» J < z > ■ ■ ■> «); 

et, d’après ce qui précède, les constantes arbitraires se- 
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ront l<“s valeurs de y , z,..., u correspontlanlcs à x = x„. 
Si l’on ditlérenlie la première m — i fois et qu’on substi- 
tue à chaque fois aux dérivées du premier ordre qui s’in- 
troduisent, leurs valeurs tirées des équatîoiis données, 
on obtiendra ainsi : 

•h .. , , 

3- = F (x,y, z,..., u), 

fi* Y 

— = F,(x, y, z,..., u). 


(i m Y 

— = F„_, (x,jr, z,..., 11) ; 

et il n’y a plus qu’à éliminer les variables z,...,nqui 
sont au nombre de m — i . Il en résultera une équation 
de l’ordre m en y, qui donnera la valeur de cette variable 
en fonction de x et de m constantes arbitraires. Substi- 
tuant celte valeur dans les m — i équations qui, con- 
jointement avec l’équation iinale, remplacent le système 
donné, on en déduira z,...,u en fonction de x et des 
mêmes constantes arbitraires. > 

Remarque. — Si les intégrales de ces équations sont 
mises sous la forme 


ÿ (*1 J 1 •••» u ) — c 1 ’j* 1 r, y , t|..i, «) — e, 


qu’on les différentic, et qu’on remplace > y* par 

leurs valeurs en . r, y, z,..., u, les équations qu’ou obtien- 
dra entre ces variables seront des identités; car toute 
équation déduite des intégrales et des données doit être 
satisfaite par des valeurs arbitraires y», z 0 ,..., u 0 , corres- 
pondantes à un x arbitraire x 0 . 

On a donc, quels que soient x, y, z,..., «, 


dj, 

dx 


f V+ Û/+... + Ÿf = o, 

dy dz du T 


et ainsi des autres. 
2* édit. 
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75. On peut ramenei' à ce dernier cas celui dans le- 
quel on suppose que l’on puisse exprimer les dérivées 

d m y d a z d Pu 

< /.? dx" ’ dxP 

au moyen de celles d’ordre inférieur. 

F.n effet , si l'on pose 


dj 

dx 

=/'* 

dy r 

dx 


dy 

’ dx 

m m i a IW — | J 

— J y 

dz 


dz f 

n 


= 

dx 

— — " y 

dx 

Z } . . 

’ ~<ïx~ 

du 


du 


du^P-'l 

=r u(P~'\ 

dx 

dx 

M dx 


les équations proposées donneront les valeurs de 

ibi"-') »/«(/-•) 

dx dx dx 

en fonction de x, z, u , 

u tp ~’K En les joignant aux équations précédentes, 
on aura un système composé de ni -\- n - équa- 
tions du premier ordre que l’on intégrera comme dans le 
cas précédent . 

7ti. Nous avons supposé précédemment que les équa- 
tions données du premier ordre pouvaient être résolues par 
rapport à toutes les dérivées , qui se trouvaient alors expri- 
mées en fonction des variables elles-mêmes; mais il pour- 
rait en arriver autrement sans que les équations fussent 
incompatibles. 

Si l’on conçoit que l’élimination des dérivées se fasse, 
par exemple , en tirant de l une des m équations la valeur 

de ‘y- et la reportant dans toutes les (ni — i) autres; puis 
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tirant ~ d'une de res dernières, et la reportant dans les 


m — 2 autres, et ainsi de suite, on parviendra , en géné- 
ral , à exprimer la dernière dérivée au moyen de .r, y, s,. . . 
et, par suite, toutes les autres. Mais si l’une de ces substi- 
tutions faisait disparaître, dans toutes les équations où on 
la fait, n dérivées en outre de celles que l’on substitue, 
on aurait un système d’équations dont le nombre surpas- 
serait de n celui des dérivées et l’élimination de celles-ci, 
en supposant qu'il ne se rencontre pas de nouvelles va- 
riables, conduirait à n équations entre les variables 
même X, y, z sans constantes arbitraires. On pourrait 
en tirer les valeurs des x variables dont les dérivées ont 
disparu, et il resterait m — n équations différentielles 
résolues par rapport aux dérivées. Les intégrales du sys- 
tème proposé ne renfermeraient alors que ni — n con- 
stantes arbitraires. 

Soient pour exemple les trois équations 


'jX 

dx 


di 

dx 




dz du 

* -, — t- y -y = z, 

d.r dx 


djr dz du 

dx dx dx 


• • • f/y 

L'élimination de ~ conduit aux deux équations 


du 


[y -x)- = z- *>, 

.<■ + *>£ = « - 


^ a disparu en même temps que et si l’on élimine — 

entre ces deux équations, il en résultera une autre entre 

7 - 
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.r, j, z, qui scia 

i — x- ,rs — y 

Y X X -f- Z 

ou 

y 1 -f- — xyz -+- xz — xy — x’ = O. 

iX. . i' . 

Un en pourra tirer z en .r et y, cl I on connaîtra -- 

et ^ en fonction de y et i . Oii rentre ainsi dans le cas 
<lx J 

primitiveraent traité, et l'on obtiendra les valeurs de u 
et y, et, par suite, de r, en fonction de x et de deux con- 
stantes arbitraires. 


Equations linéaires simultanées. 


77. Si ces équations sont toutes du premier ordre, on 
a un cas particulier de la dernière question; c’est celui 
où les fonctions F, J y sont linéaires par rapport à 
y, z,..., m, et renferment x d’une manière quelconque; 
et il est facile de voir qu’alors l'équation finale en y est 
linéaire. 

Quant à la détermination des autres inconnues, il est 
important d'observer que, l’élimination ayant lieu entre 
des équations du premier degré en z,..., it , lorsqu'on 
connaîtra y, on tirera les valeurs de ces inconnues, de 
celles que l’on voudra des équations (i) elles-mêmes; car 
ces équations doivent être satisfaites , et de plus ne donne- 
ront qu’une seule valeur pour chaque inconnue. 

Si ces équations ne sont pas du premier ordre, on peut 
les traiter par les méthodes indiquées précédemment. On 
peut aussi les ramener à des équations du premier ordre, 
en posant, comme nous l avons déjà lait, 



,ly‘ „ dy <•-’> 

> 1 . 


r 


ri de même pour les variables z ,..., u. 
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On aura ainsi un plus grand nombre d'équations ; mais 
il y en aura toujours un nombre inférieur d’une unité au 
nombre total des variables , et elles seront linéaires et du 
premier ordre par rapport à toutes les variables. 

Si par exemple on avait les deux équations 


„ d'z „ dr 


By +Kr -+- F: 

dx 


dx 1 

..d'y f/’î t/r dz . 

A - — -f- B — -f- C — +D - — h 4- F 2 4- H =ro, 


«lies seraient remplacées par le système suivant : 


T c = jr 


dz 

7u 


dy ' dz' 

A ~ -f- B C y Dz' + M.y + Vz K = o„ 

dx dx v 

A ( -j h B' — h C'y ' Y} r z' MJ y -h 1* 'z H - II 7 ~ o . 

dx dx 

Les deux dernières donneront — ■> 4^- en fonction li- 

dx dx 

néaire de j\ z, y, z ; et, en opérant comme nous l'avons 
indiqué, nous aurons quatre équations de la forme sui- 
vante : 

± = r ' 
dx ' ’ 

My' -+- Ma' -+- IV + Qj H- R, 
dx 7 

= M NV + P y + Q 'z -+- R', 


dy 

dx' 


r r = M"y ' -t- NV -+- I » “y + Q"î + R". 


On éliminera z, z', y' entre ces quatre équations, et 
l’on aura une équation linéaire du quatrième ordre en y. 
Qifand elle sera intégrée r on substituera la valeur de y 
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dans tmis des premières, et l’on en tirera la valeur de z 
qui renfermera les quatre constantes qui entrent déjà 
dansj'. Si l’on avait suivi l’autre marche, on aurait diffé- 
rentié deux fois chacune des équations données, et l’ou 
aurait eu six équations entre lesquelles on aurait éli— 


ch 


• i On aurait ensuite substitué à y sa va- 
Hx' ' 


leur en fonction de x et de quatre constantes arbitraires, 
dans les cinq équations conjointes; et l’on en aurait tiré 
la valeur de z en fonction de .r et des mêmes constantes 
arbitraires. 


Equations linéaires simultanées du premier ordre. 

78. Ces équations peuvent être résolues par rapport 
aux dérivées des m variables y, z,..., u ; et nous suppose- 
rons d’abord que les coefficients de ces variables soient des 
constantes données , mais que les termes qui en sont in- 
dépendants puissent être des fonctions quelconques de x. 
Mous aurons des équations de la forme suivante : 



i dy 

^ + -MM +.. 

. . -+- p,« 

= x.. 

(') 

1 (h 

| h Aj/ + Bj 2 ~f* . . 

. -t- p,« 

= X„ 


L 

I -f- A m Y 4- B«,z 4- . 

. . ■+• p„« 

= x„. 


On pourrait les traiter par les méthodes précédentes, et 
l’on parviendrait à une équation linéaire de l'ordre m à 
coefficients constants. Mais il est plus simple d’employer 
le procédé suivant: 

Multipliant ces équations, à partir de la seconde, par 
les indéterminées 6,,..., puis les ajoutant, noir- 
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allions 


( a ) 


(j--t-9,3-t- ■ ■ ■ -f - 8,_i« ) 
tLc 


-f- (A, -f- A ,9, . -t- A 

-H (B, -f- Bï 0| 4-. .. -t- B„8*,„ ( )s 

+ ^P| -4- Pj8| +••*■+• Pm®»i-t) " 
= X, 4-X,9, X„0„_ 


Or celle équation ne renfermerait plus que la seule va- 
riablej -+-9,z -f- ... si les rapports des coeffi- 

cients de z,..., u au coefficient dey, étaient respective- 
ment 0,, 0,,..., 0„_, ; et ces conditions détermineront, 
comme on va le voir, les valeurs de 0,,..., 9„_,. Si l’on 
désigne par — a le coefficient indéterminé de y, on sera 
conduit aux ni équations 


/ A, — f- A,0, -f- . . 

. -f- A nfîm \ 

= -«. 

/ B, -f- Bj0, *+* . 

• • *+- B^ô* . , 

= — «9,, 

'p, + p, 9 , +. 

■ • ~h 

= — a9„_ 


Ces équations détermineront les in inconnues a , 
0,,..., 0^., , et si l’on désigne par X la fonction connue 

X, -I- X,9, +...-+- X.9«_,, 


1 équation ( 2 ) deviendra, 
-f- 0„, _i« - — e. 


(4) 


dv 

(Lr 


en faisant y -t- 9,z -f- . . . 
nr — X , 


équation linéaire que l oti sait intégrer. Mais occupons- 
nous d'abord de la résolution des équations (3). 

En laissant de côté la première, on a m — 1 équations 
du premier degré, qui détermineront 0,, 0,,..., 0„_i en 
fonction de a; les reportant dans la première, on n’aura 
plus que l'inconnue a , et il est facile de voir que 1 équa- 
tion sera du degré ni. Fin effet, si l'on réunit les coeffi- 
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cients des mêmes inconnues dans les m — i équations, 
d’où l’on tire on observera que a entre au pre- 

mier degré dans le coefficient de 0 , dans la première, de 6 , 
dans la seconde, etc., enfin de 9 m _, dans la dernière, et 
que, de plus, il n’entre dans aucun autre. Donc le déno- 
minateur commun des valeurs de ces inconnues renfer- 
mera a au degré /« — i , et le numérateur, au degré m — 2 
seulement. Quand 011 fera la substitution dans la pre- 
mière et qu’on chassera le dénominateur, on aura évi- 
demment une équation du degré m en «. 

Actuellement, l'équation ( 4 ) donne 

v = «* r (C fXe ~“rfx) = y -+- 6,z -+- . . . ô„_, u. 

Si l’on met successivement dans cette équation les m va- 
leurs de a, on aura à chaque fois des valeurs différentes 
pour 0 ,,..., 6 „_,, et l’on pourra prendre pour la constanteC 
des valeurs différentes arbitraires, puisque toutes ces 
équations subsistent indépendamment les unes des autres. 

On aura donc ainsi /«équations du premier degré entre 
x et les m variables y, z,...,u. Les valeurs de ces variables 
en fonction de x renfermeront m constantes arbitraires , 
et seront de la forme 

l -h jXé~‘‘> r <!x) 4 - /Xc^dx)-^..:, 

( 5 ) \ * = ( 5 , r‘>*( C, -+- fXc- a ' r <tx) -t- l,c a ' r [C, -hJ'Xc-‘> r 'U)-+-... 


Les valeurs des constantes se détermineront très-facile- 
ment si pour une certaine valeur x 0 de x 011 connaît les 
valeurs y,, 2,,,.., u 0 des fonctions y, «,..., u. En effet, 
on prendra . pour plus de simplicité, toutes les intégrales 
à partir de ,r 0 : et si , dans la valeur de v trouvée ci-dessus, 
on fait x — jt„, on aura 
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ce (jui détermine ia constante C relative à une quelconque 

des valeurs de a, 0,, On connaîtra donc ainsi les ni 

constantes C,, C s ,..., C,„. 

Si les seconds membres des équations (i) étaient nuis , 
on aurait seulement 

y — C.x,e a ' x -t- C,a,f°* x 4- — 

i= ce,*"'' . . 


Si l’on suppose toutes les constantes nullcs, excepté * 
une, on aura des solutions de la forme 


y = Ca,e"‘ x , * = C6,c- 4 ' x . 

Les rapports des variables sont constants , quel que 
soit C, et les valeurs générales sont formées des sommes 
de ces solutions particulières correspondantes aux divers 
exposants a a m . 

79. Soient pour exemple les deux équations 

(а) — 4- Aj -(- Bz = o, — - + A,j' 4- IM = °- 

rfx ttx 

Multipliant la seconde par 0, cl l’ajoutant à la première , 
il vient 

+ ° A '^ + ( B + 0B| ) z ~° 

Posons 

(б) y- (-6î = i>, A4-0A ,= — a , B 4- SB, = — «8, 


l’équation précédente deviendra 


(?) 


dv 

dx 


et 0 sera déterminé par l’équation 


B 4- 8B, 

"t, 


^ A 4- OA, , 
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( 3 ) A, 0> -H (A — B,)0 — B = o. 

Soient O,, 0, les deux racines de celte équation; e,, e a 
les valeurs correspondantes do e ; o,, a, celles de x ; on 
aura 

y -I- 0,3 = e, , y 4- 0,t — v , , 


d'où l'on tirera 



y 


0 ,- 6 , 


Or l'équation (y) donne e = Ce" 1 ; cl si l’on désigne par 
C|, C* les valeurs de la constante C correspondantes à 
0 1 , 0,, les équations (e) deviendront 


(ï) 


Cjc*. T — C,e" ,x 

z ~~ 0 ,- 0 , ’ 


C,0, e" ,r — C,9,r r 

0 . — 9 , 


Si les racines de l’équation (â) étaient imaginaires, les 
valeurs dey et z se présenteraient sous une forme imagi- 
naire, et on leur donnerait la forme réelle par les trans- 
formations ordinaires. Mais si ces racines étaient égales, 
les dénominateurs de y et z deviendraient nuis; alors les 
formules (£) seraient absurdes, à moins qu’on ne suppo- 
sât, comme on peut le faire, que les constantes C,, O, 
devinssent égales en même temps que 0,, 0, , et ces for- 
mules donneraient les valeurs de y cl z sous la forme °- 

Pour déduire des équations (£) les valeurs relatives à ce 
cas particulier, on pourra supposer que les coefficients 
des équations (a) ou seulement l’un d’eux choisi à vo- 
lonté, soient modifiés de manière que les valeurs de 0 ne 
soient plus égales, et qu'on fasse tendre ensuite ces coeffi- 
cients vers les valeurs données. 11 suffira de trouver les 
limites des valeurs de y et z, avec deux constantes arbi- 
traires. pour avoir la solution cherchée. On pourrait 
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suivre pour cela la même marche qui a été suivie précé- 
demment dans un cas semblable; mais il est possible d'a- 
bréger le calcul par les considérations suivantes , qui sont 
applicables dans d’autres circonstances. 

On remarquera d’abord que les deux termes des frac- 
tions qui représentent j et z peuvent être regardés comme 
des fonctions de la variable 9, qui tend vers la limite 0, : 
car a dépend de 6 , par la seconde des équations (o), et la 
constante C> tendant vers C, peut être considérée comme 
une fonction arbitraire de 0,, ayant pour limite C,. On 
pourra donc traiter les formules (£) d’après les règles ordi- 
naires relatives aux fractions qui se réduisent à - pour 

une valeur particulière d’une lettre qu’elles renferment. 

Différentiant donc par rapport à 9, les deux termes des 
fractions qui représentent y et z, on aura pour la pre- 
mière 


dC, 

<19, 


«9. 


et pour la seconde . 


C, t tt - x - 9, - C/J. xe n > x ~ , 

d9, M, 


et l'on aura les limites de y et z, eu faisant dans ces 

expressions 3, = 6 , , ci, = a, , C f = C, , cl observant que 

dC, . , , . . . . . 

— sera une constante entièrement arbi traire l., puisque v , 

est une fonction arbitraire de 0,. Quant à ~ . on en déter- 

rfO, 

minera la valeur au moyen de la seconde équation (c), 
dans laquelle on considérera A et A, constants, et qui 
donne 
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Ou trouvera ainsi , pour le cas des racines égales , 


* = ( C — C,A,x) c a ‘‘, y = (C, — 0,C 4- 0,C, A,x) c">\ 

8U. Si, dans les équations (i), les coefficients A,, 
A,,..., P,, P,,... étaient fonction de X, la méthode em- 
ployée devrait nécessairement être modifiée, parce que 

dr . dz du . , , , ... , 

-, — I- 0, - — 0 m _ i — ne serait plus la denvee de 
dx dx dx 1 

y -+ 0, z +...+ vu que les facteurs 9,,..., 0,„_, ne 

pourraient plus être constants. Néanmoins ou commen- 
cerait de la même manière, et l’on poserait 


+ 0„_, « = v, 

d’où l'on tirerait 


dr . di 

,û+*'Tx 


0 — , 


du dr 
dx dx 


dx 


. H 


dx 


L'équation précédente servirait à éliminer y de l’équation 
obtenue en ajoutant les m équations; ou égalerait ensuite 
à zéro les coefficients des m — 1 variables 2 ,..., u, dans 
cette équation; il eu résulterait d'abord m — i équations 
non linéaires du premier ordre entre les m — î variables 
0,,..., 0 m _i, et en outre une équation du premier ordre 
en o, que l’on traiterait après la détermination de 0,,..., 9 m . 
Pour donner un exemple de ce procédé , soient les deux 
équations 

(a) y- 4- A y Hz =r X, — -4- A, y 4- B,z = X,; 

dx dx 


multipliant la seconde par 0, et l’ajoutant à la première, 
il vient 

(l>) *—+ t >'~ -I- (A -|- 9A,)y + (B 4- 9B,)z = X 4- 0X,. 
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y -H 9z — c, d’où y — v — Qz , 

dy dz dv dû 

dx dx dx dx 


I OC) 


l'équation (b) devient alors 

— z | — -4- A »ô 2 -4- (A — B,) 6 — B J — t— (A — f— OA, V r: X -4- 0X t . 

Si l’on égale à zéro le coefficient de z , on aura , au lieu de 
cette équation , les deux suivantes : 

~ -I- A,®’ -4- (A *r B,) 0 — B ~ o, 

— -4* (A -H 0Ai) r — X -f- 6X,. 

On commencera par chercher à intégrer la première, qui 
ne renferme que 0 et x\ et si l’on peut y parvenir, la se- 
conde donnera e sans difficulté. On déterminera ensuite 
y et z en prenant deux valeurs de 0 correspondantes à 
deux valeurs de la constante qu’elle renferme. 

Si les coefficients sont constants, on peut satisfaire à la 
première des équations (c) en posant 

A,0’ -+- (A — B,) 6 — B = o, 

ce qui donnerait pour 0 deux valeurs; on en trouverait, 
par suite, deux pour et l’on en déduirait y et z. On 
pourrait aussi intégrer généralement l'équation en 0, et 
prendre deux valeurs de cette fonction de x correspon- 
dantes à deux valeurs de la constante, comme dans le cas 
où les coefficients étaient fonctions de x. 

Ce dernier procédé sera appliqué avec avantage au eas 
où les deux racines de l’équation 

A, 9’ -t-(A — B,)0 — B = o 
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étant égales, les formules données par le premier de- 
viennent illusoires. Dans ce cas, on a, en désignant par a 
cette valeur de 9, 


<79 

rtx 


4- A, (0 — a)’ = o. 


d'où 


r J — 7. - 4 - 


A,x -f- r 


c étant une constante arbitraire. En donnant à c les deux 
valeurs o et », qui sont ici les plus commodes, on 

trouve pour 0 les deux valeurs a et a -|- qui , substi- 
tuées dans la seconde équation (c), donneront deux va- 
leurs de p, d'où l'on tireraj- et z. 

81. Autre méthode dans le cas des coefficients con- 
stants . — Lorsque les derniers termes X, , . . .,X„, des équa- 
tions (i) manquent , on remarque d’abord que la somme 
de plusieurs systèmes de valeurs de_y,..., M, qui satisfont 
séparément à ces équations, y satisfait aussi, et que, par 
conséquent, il suffit de trouver ni systèmes renfermant 
chacun une constante arbitraire. 

Pour cela on établira des rapports déterminés arbi- 
traires entre les variables, en posant 


* = «/*•••»« = f*r> 


d'où résulteront les équations suivantes ; 
rtr 

— 4- y (A, -I- B,a 4- ... 4- P,fi) = o, 
■+■ Y (Ai 4- B,a 4- ... 4- P,ji) = o. 


u-r — t->"(A m -h B„a 4- ... 4- P„p) = o . 
a . t 

Pour que ces équations s'accordent, on aura les m — i 
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A, 4- B ..a 4- . .4- P, f* = a (A, 4- B, a -4- . - . -t- P,u), 

A„ 4- B„a 4-' • 4 P«u = |» (Ai 4- B, a 4- ■ • • 4- Pifi), 
ou,on introduisant une nouvelle inconnue — a qui re- 
présente le facteur commun à tous les seconds membres, 


Ai 4- B, a . . . 4- P, u = — n , 

A, 4- B., a 4- ... 4- P,;* = — rra, 

A*, 4- B„a 4- • • 4- P»|* — — (Ta . 

Si des ni — i dernières on tire les valeurs de a, c, . . . , ft, 
on reconnaîtra , comme dans le cas précédent, que l'é- 
quation en fi est du m' imr degré, et il serait facile de prou- 
ver l’identité de ces deux équations en a , d'après la forme 
des équations (3) et (6). 

Pour chaque valeur de a on aura un système de valeurs 
de a, S,..., fi, et il ne s’agit plus que de connaître/, qui 
sera donné par l’équation 




o* 


d’où y = Ce' IX , C étant arbitraire; on aura donc une so- 
lution des équations proposées, en prenant 

fi ax _ fi „ nx .. f or 

y = Le , z = L'x c Lue . 

On aura ni systèmes semblables , en prenant pour a ses ni 
valeurs; ils renfermeront chacun une constante arbi- 
traire, et, en les ajoutant , on aura la solution générale de 
la question , exprimée par les formules suivantes : 


(7) 


[y = O"- 1 4- (V’ x 4- - . - 4- Cmc"'"*, 
t z = C,a, r"' x 4- C,a,e a,r 4- ... 4- C„a 


i H — C,(t, ( ,,F|X 4- C,|t, r n,r 4- ... 4- C n ,fi m (•"-". 
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Si plusieurs îles racines a., . . a m devenaient égales, 
en agirait comme on l a déjà fait en pareille circonstance, 
et les valeurs de y, z,..., u contiendraient toujours rn 
constantes arbitraires. 

82 . II est facile de passer de ce cas à celui des équa- 
tions (i) : il suffit, pour cela , de substituer aux constantes 
C,, Cj,.... C,„ des fonctions de x, comme nous l’avons 
déjà fait dans une circonstance analogue. 

Différcntiant les équations (7) et reportant les valeurs 

de — dans les équations (1), il ne restera que les 

termes affectés des différentielles de C,,..., C m , et les se- 
conds membres X,,...,X m . 

On aura ainsi 




■ dC* 

dx 


= X, 


a* 'K, a^'IC, 


<l,„x '{Cm _ x 
^ dx ~ ’ 


On tirera de là les valeurs de en fonction 

dx dx 

de x; et, en les intégrant, on connaîtra C,,'.,.,C m . Si on les 
substitue dans les équations (7), on aura les solutions gé- 
nérales des équations (1), renfermant les m constantes 
qui proviennent des quadratures relatives à C,,..., C m . 

83 . On peut appliquer à plusieurs équations simulta- 
nées une remarque qui a été faite précédemment dans le 
cas d’une seule équation différentielle. 

Soient par exemple les deux équations du premier 
ordre 


(1) F(jt, y r z, y, J) = o, 
dans lesquelles on suppose y' 


f{*,y, y', *') = o, 

_ dy j _ <lz_ 
dx dx 
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Admettons qu'uu connaisse les intégrales générales de 
res deux équations, et rcprésentons-les par 

( 2 ) X = f (■*> «i b) , z = (j, a , b), 

u et -b étant deux constantes arbitraires. 

Les équations (i) deviendraient identiques eux, a, b , 
si l’on y substituait les expressions ( 2 ). Si nous lesdilfé- 
rentions par rapporta a dans cette supposition, nous au- 
rons des résultats identiquement nuis; d’où résulteront 
les équations 

</F rfy | rfF rf» rfF dy' f/F Hz' 

dy da Hz da + dy' Ha 4 ' dz' dâ ~ ° ’ 

•(f 4? < l f dz_ dz ' _ 

dy da dz Ha + dy' da + Hz' Ha °’ 

rfy dz 

ou, en posant — = u, — = */, 

7 da ^ 

I rfF rfF f/F f/a f/F rfi> 

rfy" lh" + dÿ dx + ïh'di~ 0 ' 

d_u + 4[_± 

dy Hz dy' (Le Hz' dx 


Concevons maintenant que dans les coefficients 

d X dy 

on ait remis pour j, z,j , z' leurs valeurs en x, a, b , on 
aura deux équations linéaires en u, e, à coefficients fonc- 
tions de x, qui seront satisfaites quand on y mettra pour 

u et u les fonctions — , — • 
da da 

On verrait semblablement que les équations (3) admet- 
tent pour solution —• 
do do 

Donc, si l'on désigne par A et B deux constantes 
arbitraires, les intégrales générales des équations (31 
2* éd. w 


* 
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seront 


dn 


4- B 


dï>' 


X Ta + ^Tb 


Si l’on n’avait donné que des valeurs de y et z avec une 
seule constante a , on n'aurait pu avoir qu’une intégrale 
particulière du système (3). 

On voit ainsi que, lorsqu’on connaîtra les intégrales 
générales d'équations simultanées de forme et d'ordre 
quelconques, on pourra former un système d'équations 
linéaires simultanées, respectivement de même ordre, à 
coefficient variable et dont les intégrales générales se dé- 
duiront des premières par de simples différentiations. 


Intégration par séries. 


84. Nous avons déjà vu comment on pouvait, au 
moyen des théorèmes de Taylor et Maclaurin, déve- 
lopper en série l’intégrale d’une équation différentielle 
d’un ordre quelconque. On y parvient encore au moyen 
des coefficients indéterminés. Nous allons donner quel- 
ques exemples de l'une et de l’autre méthode. 

Considérons d’abord l’équation 


(') 


d’y dy ' 


on trouve, en la dilférentiant , 


d’y 
r dx 
d'y 


S-L 

dx’ 

d'y 


■ '11 
dx H 

d’y 


dx’+td7 + n *ds’ 


dy 

*"Tx = °’ 


d m+, y ,rf"i d m ~‘ y d"~’y 

dx**-' dx m dx" ' v ‘ dx"'- 
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1' -lisant x — o dans toutes ces équations , on a 

•!L = q â 'y — » , <i'y _ rfv »* 

’ ilx 1 3 ■ r ’ f/jJ °’ fi-r 1 — F ; • • » 


et , en général , si m est impair, 

d m r 
d^ == 

et s’il est pair, 

® m - 

rf-r «V r 

m 1 m -h , 

suivant qu'il est ou non divisible par 4. 

On tire de là 

(. ”** . «V \ 

‘ r ° \ t. a. 3“^ 1.2. 3. 4. 5 1777777 "*■•••) 

sin.x sfn 

= r. ~r~~ 

x\n 

Ainsi, en représentant par C la constante arbitraire 
y> 

-TT* on a 
V" 

Csin.x v'n 

v : T 


Cette expression, ne renfermant qu’une constante, 
n’est pas l’intégrale générale; elle donne seulement celle 
qui peut se développer suivant la formule de Maclaui în. 

Connaissant une intégrale particulière, on aura l’inté- 
grale générale en regardant C comme fonction de x ; et 
l’on sera conduit, d’après la méthode exposée précédem- 
ment, à une équation linéaire du premier ordre. 

On trouve d’abord, en substituant la valeur dej dans 
l’équation proposée, 

rf’C dC. ^ 

Ü? + 2 dx co, " r V” = °> 

8 . 
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f/c . , . 

posant -- = />, on parvient a 

C, 

P — . 

sin’.x v« 

étant une constante arbitraire; on déduit de là 
C = C' -4- C" cot..r )Jn, 

C' et C" étant des constantes arbitraires. L’intégrale gé- 
nérale de la proposée est donc 

C'sin.x yn -t-C"cos.x yn 
(») , = 

85. Si l’on employait la formule de Taylor, au lieu de 
celle de Maclaurin, on obtiendrait l’intégrale générale. 

L’équation (i) ferait connaître la valeur de — en fonc- 
tion dejo « relatifs à la valeur arbitraire r 0 ; et ses 

dérivées successives feront connaître » elc, i ce c l u ' 

déterminera le développement de y suivant les puissances 

Je x Toi renfermant deux constantes arbitraires. 11 est 

facile de vérifier que cette valeur de y coïncide avec celle 
que donne 1 équation (a), en développant celle-ci par rap- 
port aux puissantes de X — .r 0 , après l avoir mise préa- 
lablement sous la forme 

C, sin .(x — x,) \j» 4- C: cos.(x — x,) y n 

J • X X, 

X, 

86. Intégrons maintenant la même équation par la mé- 
thode des coefficients indéterminés. Soit 

y — a,x* -4- f?,x 6 -+- «,jr y -4- n,x r ' -+-•••• 
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La série étant ordonnée par rapport aux puissances crois- 
santes de .r, on en déduit 

* 6 v 

njr z= nn t x na , x -+- na\ x' . . . , 

- ^ — an, ou .* -3 -+- 2 rt, 8 x ® — 3 -+- 2 <J, 7 X' /— 3 
x dx 

= a , a (a — 1 ) x*~ : 3 -t- a,S (6 — 1 ) x ”~ 3 +a s y(y — I )x’ / ~ 3 -4- . . . . 

La somme des seconds membres de ces équations doit 
être nulle, quel que soit x, en vertu de l’équation propo- 
sée : ce qui exige que les coefficients des termes de degrés 
différents soient nuis séparément. 

Le plus faible exposant est a — 2 ; le cofficient du terme 
total de ce degré donne la condition a(a-+- 1) = o, équa- 
tion à laquelle on satisfait par a = — 1 oua = o. 

i°. Soit a = — 1. Le terme n«,x a ne pouvant dispa- 
raître de lui-même doit se réduire avec d’autres; il faut 
donc que « ne soit pas inférieur à 6 — 2. Si 6 — 2 < a , 
il faudra 6 (o 1) = o pour que les termes de degré 
o — 2 se détruisent , ce qui ne donne que 0 = 0, puisque 
S > a. 11 faudra ensuite que l’on ail 

y — 2 = a, <î ~ 2 = 6, . . . ; 

les coefficients donneront les conditions 

a, 7 (7 -H •) 4 - ««, =0, /r. «î -t- 1 ) -t— «o, = o,. . . . 


On tire de ces diverses équations 

* = — 1 . ? = o, 7=1, 4 = 2,..., 

a, « a, «’ 

fl., = — 5 «. “ ' ; ^“7 1 * * 1 » 

1.2 I . 2 . 3 . 4 

fl,« 11 .ri 

' ~ 1.2.3' '' ' I . 2 . 3 . 4 ■ 5 ’ 
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II y a donc deux consumes indéterminées a,, et la va- 
leur de r est 


ou 



nx 
i . 2 


fl'-r 1 ii'j' 

i.2. 3. 4 i.2. 3. 4*5. G 


HX* 

1 . 2.3 


n'x' 

i.2. 3 . 4-5 




r 


fl, cos .x\Jn 
x 



solution identique avec celle que nous avions déjà trouvée. 

Nous avons pris 6 — i < «, mais nous aurions pu 
prendre S — 2 = «. Dans ce cas, nous aurions trouvé 

, . </,cosxv« , , . 

seulement y — — — , ce qui n est qu une intégrale 

particulière. La solution n’aurait été complète qu’eu con- 
sidérant l'hypothèse a — o que nous avons déjà indiquée, 
et que nous allons examiner. 

2°. Soit a = o. Dans ce cas on ne peut avoir S — 2 ■< a , 
parce que le coefficient de devrait être nul , ce qui 
donnerait S (S -+- 1) = o, équation impossible puisque 
6 >a. On aura donc o — 2 = ce, et, par suite, y — 2 = 6.... 


Les exposants ont donc les valeurs suivantes : 


a = o, 6 — 2 , 7 = 4 ,...; 

les coefficients seront , 


a, ~ ~ rân’ flj ï . 2 . 3 . 4 • 5 ’ " ' ’ 

et, par suite , 

fl , • /- 

— siu.4 V « 

%•=>:- . 


t 
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On 11 e trouve donc encore qu’une intégrale particulière, 
puisqu'il n’y a qu’une constante arbitraire. Réunie à celle 
que nous avions trouvée en dernier lieu, elle donnerait 
l’intégrale générale. 

87. Soit encore l’équation 


posons 


on aura 


d'y i dy 

-h -y- + y = °> 

r/x' x dx 


y = A,x a 4- A, x e 4- A,x^ 4-. . 


x dx 


-7 L = A,ax“ 3 4- Aiêx® 3 4- A,,*' -1 -+-. . ., 


r ~=A,a(a.~ i)x* a 4- A, 6 (S — i)x® 3 +A 1 y('/— i)* ’4-.... 


La somme des seconds membres de ces trois équations 
doit être identiquement nulle en vertu de l’équation pro- 
posée. Les termes renfermant x*~ 3 doivent se détruire , 
ce qui donne a (a — i) -f- « = o ou « = o. 

Les termes renfermant x*~ 3 ne sauraient, dans ce cas, 
être de degré inférieur à a; car leurs coefficients donne- 
raient 6 = o , ce qui ne peut être. Donc 

6 — 2 = a, y — 2 = 6 ,.... 

Ainsi 

a = o, 6 = 2 , 7 = 4 » Æ = 6 , 

Les coefficients donnent les conditions 


d'où 


Aj 6 1 -f- Ai — o, A^ 1 4- Aj — o, . . . , 

A A, A| A, 

> = — 71 ’ Aj = ■ 7. 7 A 4 = — -- /, V • > 

2’ 2 .4 2 3 .4 *6’ 


et, par suite , 

( 1** I** T* \ 

1 ~2 > + ‘ K ”)‘ 
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cours u’analItse. 
ü» ne trouve par ce procédé qu’une intégrale particu- 
lière, puisqu’il n’y entre qu'une constante arbitraire. 

88. Kn appliquant le même procédé à l’équation 



on trouvera 

r = A Y*-*V— \ 

\ 2 a*. 3 2 ’. 3 ». Ç 2 i .3 , .4>.5"7’ 

ce qui n’est encore qu’une intégrale particulière ; d’où l’on 
conclut que l’intégrale générale n’est pas développable 
suivant les puissances positives ou négatives, entières ou 
fractionnaires de x. 

Intégration (les équations différentielles au moyen des 
intégrales définies. 

89. Nous avons donné des moyens pour ramener, dans 
certains cas, l’intégration des équations différentielles à 
celle de fonctions de x ou de y seulement. Quand cela 
n est pas possible, on cherche quelquefois à ramener le 
problème à 1 intégration d une fonction renfermant x et 
une autre variable, par rapport à laquelle on intègre 
entre des limites déterminées , en regardant a? comme une 
constante. Cette forme d’intégrale définie, donnée à y, 
est souvent utile dans les questions de physique mathéma- 
tique, et elle le serait bien davantage encore si l’on avait 
des tables qui fissent connaître la valeur de cette intégrale 
pour une valeur quelconque de la constante x qu’elle ren- 
ferme. 

90. Un moyen que l’on emploie souvent pour obtenir 
ainsi la valeur de y consiste à développer d’abord cette 
valeur en série, et à sommer cette série, lorsqu'on peut 
reconnaître une relation simple entre son terme général 
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et 1'iulégrale définie du terme général du développement 
d’une fonction connue de x et d’une autre variable, par 
rapport à laquelle se fait l’intégration. C’est ce que nous 
allons éclaircir par des exemples. 

Soit l’équation 


(•) 


d'y 

dr 7 


nt dy 

H — + /!/= o, 

x dx 


qui se présente dans beaucoup de questions de physique et 
de mécanique. En l’intégrant par la méthode des coeffi- 
cients indéterminés, on obtient les deux séries suivantes, 
qui fournissent chacune une intégrale particulière : 




r = a 


l.(-///-t-3) 1 .2 .(-//i+ 3) (-nj-t-5) 


H)‘ 


X-m+lp+t 


i .2.../>.(-m-h3) (-/u-h5)...(-m-h2p-h i ) 


n 

- x 1 
2 


i .2.(/w-f-i)(w-h3) 


x = a'< 


n\ 

3 r 


i.2.3.(/« + i)(/n*f 3) {m -+- 5) 


B)' 


x'P 


l I .2. . ./>.(»/ 4- l)(m 4-3). . .(/// 4-2/1— 1 ) 


Si l’on ajoutait ces deux valeurs de j", on aurait l’inté- 
grale générale renfermant deux constantes arbitraires A 
et A'. La première de ces deux séries devient illusoire 
lorsque j - est un nombre positif impair, et la seconde 
lorsque ni est un nombre négatif impair. Ainsi, dans 
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COU BS d'analyse. 
tous les cas, l’une des deux subsiste, et l’on sait comment, 
une intégrale particulière étant connue, ou pourra trou- 
ver l’inégrale générale. Si l’on désigne par y, l’intégrale 
connue, l’intégrale générale sera donnée par la formule 

(a) jr = cx l -+-cy,j'~- 

Pour obtenir une série de même forme que la seconde des 
deux précédentes , considérons d’abord le développement 
suivant : 


cos (a cosu)=i 


o 1 cos’ u 
2 


a' cos' w 

1.2. 3. 4 


( — a ! y cosV” 
I.2.3...2/> 


multiplions les deux membres par sin '"“‘wc/oo et intégrons 
entre o et 7t, en supposant toutefois m positif, sans quoi 
l’intégrale serait infinie. En ayant égard à la formule sui- 
vante , qui s obtient par les procédés connus de réduction , 


r 

I cos 11 U 


sin ,u wr/« 


i .3.5. . .( 2 / — 3) (ai — t) Z** . 

(p+a)( f*+4)-(F+2'— 2 ) ( fH-2/) J, Sm tM,M ' 


et dans laquelle il faut, pour la même raison, supposer 
p > — 1 , on arrivera à l’équation 


cos(a cosw) sin 1 " -1 »</&> = J* sin"“ 1 wc/w — ... 


1 . 2 . 3 .. .p.(m -H 1 )(//!-+- 3). . .(m 4 - 2 /^ — i ) 


4-. . . , 


ou 


, en posant a=.x\ n, et mettant 




en 
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nx 1 

2 


(f) 


=£ sin"-' 


l— ‘wf/w { 


i . (//i -f- 1 ) i.2.(/w-+-i )(/«-+- 3) 

(-TÎ 

l.2.../;.(ra+i)(m+3)...(M+2/'-i) 


ce qui n’cst autre chose que notre seconde série, à un 
facteur constant près. L’intégrale qu’elle exprime peut 
donc se mettre sous la forme suivante : 

y = bJ^ cos ( jry'rt cosu) sin*~'u</u, 

pourvu que l’on ait m > o. 

Quant à la première série , qui peut s’écrire ainsi : 


r=A.r~"+' 


nx 1 

3. 


(¥)' 


-+■ 


i .(-//* -+— 3) i.a.(-/w-f-3)(-//i-h5) 

(~tT 

i . 2 ... p-{-m -1-3) (-w-+-5)...(-/w -)- 2 p-ht) 


on voit que la série comprise entre les parenthèses ne dif- 
fère de la précédente que par le changement de m en 
m _j_ a . On pourra donc mettre cette dernière équa- 
tion sous la forme suivante , pourvu que l’on ait m < 2 , 

y — B, j 1 -* cos (x ^ n cosu)sin'—Wu, 

H, étant une constante arbitraire. L’intégrale générale de 
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l'équation ( i ) sera donc 


(3) 


1 y = B Ç cos ( r y« cos w ) si n " W/u 
-f- B, cos '' r V " cos m) sin 

toutes les fois que l’on aura les deux conditions 


ni o, m 2 . 


Si tu est en dehors de ces limites , une seule des deux in- 
tégrales subsistera , et l’équation (3), réduite à l’un de ses 
deux termes, ne donnera plus qu’une intégrale particu- 
lière. Dans ce cas, l’équation ( 2 ) fera connaître l’intégrale 
générale. 

Considérons maintenant les deux cas particuliers cor- 
respondants à m = o, et ni = 2 . 

91. Soit d’abord m=o, ce qui réduit l’équation pro- 


posée à 


<i’y 

dx 1 


-f- ny = o. Ou devra se borner à la seconde 


partie de la formule (3), et l’on aura l’intégrale particu- 
lière 



n cos 01) sinur/u. 


Effectuant l’intégration et représentant par C une con- 
stante arbitraire, il vient 

y, = C sin. a: \jn. 


La formule ( 2 ) donnera par suite, en représentant par Ci 
une seconde constante arbitraire , • 


( 4 ) y — C sin . t yw-f- Ci cos. a: y In. 

On serait arrivé plus simplement à ce résultat en traitant 
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ili rt*c tcmen t léqua lion 


d'y 

Â? -t- V = °- 


Eu opérant comme nous l’avons indiqué pour les équa- 
tions linéaires à coefficients constants, on trouve immé- 
diatement la formule (4). 

92. Soit maintenant m = a , et , par suite , 


( 5 ) 


(P y 
dx' 


2 tly 
x d. r 


-t- ny = o ; 


on ne conservera que le premier terme de la formule (3), 
et, en effectuant l'intégration, on trouvera 

Csin.x y» 


D'après cela, l’équation (a) donnera pour la valeur de 
l’intégrale générale, 

_ C sin.x y/i -+■ C, cos.x \Jn 


Ou aurait pu traiter directement l’équation (5), et poser 

y = - : on obtiendrait ainsi 
J x 

fl 1 U 


d.T‘ 


d’où 


et , par suite. 


« = Csin.x^/i -4-C, cos.x 
_ Csin.xy« — f— C, cos.x 


93. 11 est un autre ras particulier qui exige un artifice 
analogue à celui que nous avons plusieurs fois employé 
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dans certains cas de. racines égales : c’est celui où l’on a 
m = i ; les deux parties de la formule (3) se réduisent à 
une seule, et l'on n’a plus qu’une intégrale particulière, 
bien que la valeur de m tombe entre les limites o et a. On 
pourrait bien encore recourir à la formule (a); mais on 
obtiendra beaucoup plus simplement l’intégrale générale 
de la manière suivante : 

Remplaçons m par i J dans la seconde partie de y, 
dans la formule (3); elle devient 

B ,x~° J' cos(x y'ncosw) (sin «) — *«/»» ; 
or 

x °=i — Jl.iH l'x — 

i .a 


(sinw) °—\ — il.sinwH /’sinw- 

v ' i . a 


d’où 


x °(sinw) ° = i — J(l. *-t- l. sinw) -H. . 

et la seconde partie de la valeur de y devient, en négli- 
geant les puissances de à supérieures h la première, 


B co s (x fit cos w) <7w 

— B, 5 J’ cos(x^/tcos«)(l.x-f-l.sinw)f/u; 
la première partie de y devient de même 
B J' cos(x fi cosw) thù -+- BÆ J* cos(x^/? rosw)l. sinwrfo>. 
Ajoutons ces dt;ux expressions et posons B -+- B, = C , 
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C désignant une constante arbitraire, on aura 
X — Cf cos (x y« cos u) dw 

-H (B — C)iJ^ cos (x y//i cosu) (I. x 4- I. sihu) dm 

ros (x y'n cos o>) 1. sinwdw. 

Supposons maintenant que <? tende vers zéro, et Bd vers 
une constante arbitraire C, ; on aura pour la valeur com- 
plète de y, eu passant à la limite, et observant que 
l..r -(- 2 I. siuct) = 1. (a7sin*o)), 

X = cj"' cos (i/n cos o) du 

-t-C cosfxy^/ï cosu) l.(x sin’w) du. 

Telle est l’intégrale générale de l’équation 

rf’r 1 dx 

(6) d? + xTx^ nr ^°- 

94. 11 est bon de remarquer que toutes les fois que m sera 
un nombre pair positif ou négatif, l’une des deux parties 
de la valeur de y donnée par l’équation (3) pourra s’ex- 
primer sans aucun signe d’intégration; quant à l’autre, 
elle disparaîtra, vu que m sera en dehors des limites o 
et 2 . Pour le démontrer, désignons, en général, par A p l’in- 
tégrale définie £ cos(X cosw) sin^wc/w; l’intégration par 
parties donne la relation suivante, en supposant p > 3 : 

\ _ (P~ A _ ( />—')(/>— 3 ) 

V "-p—1 y, ■ 

Si p est un nombre pair, on parviendra, au moyen de 
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culte formule de réduction , « A„ ou J cos(À eosw)</u>, 

qui ne peut être obtenu exactement en fonction de X. Si, 
au contraire,/? est impair, A p est ramené à A, et A, qui 
peuvent être calculés exactement et ont pour valeurs res- 
pectives 


2 sin à 



Aj 


4 


(sinX — A cosX); 


d’où il résulte que l’une des deux intégrales particulières 
qui entrent dans l’équation (3) pourra toujours être expri- 
mée en jt, sous forme finie , lorsque m sera un nombre 
impair positif ou négatif. 

95. On peut encore présenter l’intégrale de l’équa- 
tion (i) sous une forme qui est souvent préférable à celles 
que nous avons considérées jusqu’ici, et particulièrement 
lorsque m est un nombre pair positif ou négatif. 

Posons 


y= Ax* f (x) + A, x*"* - 1 (f'x -+- A 2 x a " + ' 2 <p" ( x ) ■+■ • • • » 

les constantes a, A, A, , A,, etc., étant indéterminées, 
ainsi que la fonction tf (.r) , dont nous désignons les déri- 
vées successives par <f' ’(x), <p" (x) , etc. Substituons cette 
valeur, de y dans l’équation (i), et cherchons s’il est 
possible d’annuler les coefficients des diverses puissances 
de x, qui seront en évidence. 

En diflêrcntiant deux fois de suites, on trouve 

— —mAux* 3 p;x)-t-/»A,(a-t-l)x a 'p’(x) mA, (a -+- 2)x a ç" (x)-t-... 

+ mAx ît ' 1 /(i) -HmA,x" f "(x)-(-..., 

J~, =A«(«- l)x a 3 ÇJ (x)-t-A,(a-+- I )«x“'V(x) -eA,(a-t-a5 («-+-> )x“f>"(x)-e... 

-+-ïAax“ ' ?’(x ) ?A, ( a -I- I }x“y"(x)^- ... 

• ' ■+■ Ax“ç,"(r)-e . . 
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Si nous substi luons ccs développements dans l’équa- 
tion (t), et que nous égalions à zéro le coefficient du terme 
général qui contient x*~*~ p ~ 2 , nous trouverons 

[(« -\-p) (a+p-bm — i )A p -+- (2*+ ip+m— 2) A,_, 

-¥ o; 

et pour que cette relation entre <p r (x) et <p' ,-, (.z) soit plus 
simple et ne dépende pas de p, nous poserons 

(a -H p) (a - 4 - p -+- ni — i)A f + (î» + J/H- m — 2) A /> _, = o; 

d’où il résultera 

■fix) -f- = o, 

équation à laquelle on satisfera , quel que soit le nombre 
entier p, en posant 

?"(■*) "?(*) = °> 

d’où l’on conclut 

f{x) = G situ- \n -+- C'cosa- \n, 

C et C étant des constantes arbitraires. Mais ce calcul 11c 
s’applique pas à tous les termes de la série qui résulte de 
la substitution de la valeur de y dans l'équation (1); il 
suppose que p soit au moins égal à 2 , et il est nécessaire 
de considérer à part les deux termes qui renferment les 
puissances a — 1 et a — 2 de x. En égalant à zéro leurs 
coefficients respectifs, on obtient 

«(a — i) + ma = o, A , (a -+• + A(« + 2a) = o. 

I.a première donne 

a — o, ou a =r 1 — ni, 

et la seconde conduit, dans l’un et l’autre cas, à l’équa- 
tion 

A, =— ■ A. 

2 ' édit. 9 
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Examinons successivement les développements corres- 
pondants à ces deux valeurs de a. 

i°. Soit a = i — m\ la relation générale entre A F et 
A F _, devient 

p{p — m + i)\ p = (m — 2 p) A F _,. 

En changeant successivement p en p — i, p — a, etc., 
on déterminera A p en fonction de A, ; et comme A,= — A, 
on connaîtra le coefficient général A p en fonction de A 
qui restera indéterminé, mais que l’on pourra prendre 
égal à l’unité, à cause des constantes G , C. 

On trouvera ainsi 

A (m — 2 p)(m — 2 p a) . . . (m — 4) 1 

F ( p — iw+i)(p — m). i.( 3 — m) ' i.a .../>’ 

et la valeur de y aura pour expression 


| C.sinx\fn-\-C'cosx\/n-x 


(C si n .r v'/i -t- C ' cos .r fn) 


dx 


t-... 


(/7i-4).. .( m-ip ) ( — .r)f rfP (c sin x -f- C’ cos * y'/i ) j 

[m-3)...(m-p+ 1) i ,i...p dx p 


Lorsque l’on trouvera pour un certain coefficient A r 
une valeur égale à zéro, la série arrêtée au terme précé- 
dent satisfera à l’équation dilférentielle, et Y intégrale 
générale sera donnée par un nombre fini de termes. 
Cela arrivera toutes les fois que m sera un nombre pair 
positif. 

a 0 . Soit maintenant « = o ; la relation entre A p _, et 
A p devient 


p( p 


\ * _ m ip — 2 
l] p(m+p-i)' 


d’où l’on tire, en supposant encore A = t , 

A — ( "' 2 ) (/»-+- 4)- ••("'+ ?/> — a) ( — i y 

F (m -t- i)(m -t- 2). . .(m -f -p — 1)' 1.2 . . .p' 
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«*t la valeur de y sera 


„ . r ™ r rf(Csin^v/j-+-C cosjtv , «) 
r = Csinjrv« - 4 - C cosx yn — x — T ' — 

(IX 


-I - ( — X Y (">-h2)(m-h^)...(m-{-‘îp-i)i/p{Csin x^n-hC cosxfi) 

i .2. ..p{m -f-i)(»»- 4 - 2 )...(m +p-\) dxt 

On arrêtera cette série, comme la précédente, au terme 
dont le coefficient sera nul; ce qui arrivera si me st un 
nombre pair négatif. D’où l’pn tire cette conséquence im- 
portante, que Y intégrale générale de l'équation (i) peut 
toujours s'exprimer par un nombre fini de termes lorsque 
m est un nombre pair positif ou négatif. 

96. Équation de Riccati. — L’équation non linéaire 
que l’on désigne ainsi est la suivante : 


d J_ 

dx 


+- ( I )’ 1 = bx m . 


Si l’on pose, avec Euler, y — — j on obtient, en faisant 
ab = A , 


du 
dx 
au ’ 


d’n 

dx 1 


= A.r^u , 


et tout se réduit à intégrer cette équation linéaire du se- 
cond ordre : car la valeur générale de u sera de la formp 


u — Cm, -+■ C'a,, 


C et C étant des constantes arbitraires ; il en résultera 


du du, 

dx dx 


m du, 

" dj ’ 


et , par suite. 


(tu, du, C du, 
i L dx + dx 1 C dx 


du, 

dx 


a C«, •+■ C'a, 


a C 


c* 1 
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Cette valeur de y renfermant une constante arbitraire 

sera l’intégrale générale de la proposée. 

11 reste donc à intégrer l’équation 


d'u 

dx' 


= A x m u. 


On peut ramener cette équation à une autre (1e la forme 
de l’équation (i), en changeant la variable indépen- 
dante x, et posant x r = kz , k et p étant des constantes 
indéterminées. On trouve ainsi 

p 1 d'u pi p — î) du 

V; X V-> — 4- ' ir> A.r "« = o. 

X’ di‘ X di 

Les deux termes extrêmes ne renfermeront plus x si l’on 

pose 2 p — a = m , d’où p = -f- i , et qu’on divise par 

x" 1 . Si l’on divise, en outre, par'—, et qu’on exprime .r 
en z , on obtiendra 


m t du 


d'u 


dz 1 m -f- 2 z dz 


AX> 


(S-)’ 


et si, pour simplifier celte équation, on détermine k par 
la condition 


AX 


■-.fi 


d’oft X = 


m 

— -t- t 
2 


t* / ’ V'A 

on aura à intégrer l’équation suivante : 

.) 


d'u 


m 


ra + î/ du 

« = o, 

z dz 


qui rentre dans l’équation (i) en y changeant m et // en 
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——et — i ; ce qui donne lieu aux conséquences sui- 
vantes : 


i°. Si — - est un nombre pair positif ou négatif, les 

deux valeurs de u pourront s’exprimer par un nombre 
fini de termes en z , et , par suite , en x. 

Soit donc 


= ai, 


(étant un nombre entier positif ; on eu tire 


m ~ 



les signes supérieurs se correspondant, ainsi que les infé- 
rieurs. Cette expression se réduit à la forme suivante : 


Ainsi l'équation de Riccati pourra s'intégrer complète- 
ment lorsque m sera renfermé dans cette formule. 

a n . Si ^ est com P r ' s enlre o et 2 , la valeur générale 
de u pourra s’exprimer au moyen de la formule (3). On 
voit d’abord que si m est positif, — - est nécessaire- 
ment compris entre o et a , et l’équation de Riccati s'inté- 
grera par le moyen de deux intégrales définies simples. 

Si ni est négatif, soit m = — m , on aura 


><n 



< 2 : 


la première exige ni > 2 , et la seconde, ni >4- Dont- 
on intégrera encore de la même manière l’équation de 
Riccati lorsque ni sera compris entre — 4 cl — » . Ce 
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n’est donc que pour les valeurs de m comprises entre o 
et — 4, que l'intégrale cherchée ne pourra s’exprimer au 
moyen de deux intégrales définies simples. 

La formule (3) devient , en y changeant m eu — - et 
n en — i . 


/« 7T 

“ = B | cos (z \J — i cos u) si n «rfu 


B, z" 


1 J' cos(*^ — 1 cosu) 


cosulsin udu. 


r 

Remplaçant z par sa valeur — - x a , et posant 


2^À 
m -f- 2 


= fi, il vient 


/•* / ~ -m \ — — 

« = B I coslfii' 1 v — « cosu 1 sin " M-a &x/u 

-h cos 


y/ — i cos u ) sin " M_a urfu . 


Si l’on fait disparaître les imaginaires, cette formule de- 
vient 


.-rc 


eA1 r - > H-* 


' cot Viin m+ ' i wi^ 


r* ( w | ! m > i \ 

&X J # eo 8 W _ t _ |? -ax' t cosc-J si 


. /*H-3 , 

Slll wf/w, 


B et B' étant deux constantes*arbi irai res ; et le rapport 

' — sera la seule constante que renfermera l’intégrale de 

B 

l’équation de Riccati. 

Si m est entre les limites o et — 4 i une seule des deux 
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iutégrales définies subsiste, et l’intégrale générale sera 
donnée au moyen de la formule (a). Soit u , la valeur 
particulière de u , on trouvera 


du i 
dx 




C étant une constante arbitraire. Cette expression est 
moins simple que la précédente, mais c’est précisément 
dans ce même intervalle, entre o et — 4 > que se trouvent 

comprises les valeurs renfermées dans la formule 1 

et pour lesquelles on peut intégrer exactement. Si m avait 
pour valeur la première limite o, l’équation à intégrer 
serait 

d’u 

— — — « = o. 

dz’ 

qui donne 

« = Ce 3 + C,e-*. 

Si rn a pour valeur la seconde limite — 4 ? on a ® consi- 
dérer l'équation 

d’u a du 


dz 1 


3 dz 


— «=:o, 


qui a déjà été traitée, et qui , en posant u = -> se réduit à 


d’où l’on tire 
et, par suite, 


d’v 

dz’ ’ 

v — O* -h C,e~ ‘, 
Ce’ -hC,e~‘ 


4". Kntre les limites o et — 4? 'I y a une valeur qui 
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rend les deux intégrales illusoires : c’est ni = — a. Dan» 

,, , . ... , . d'-u A u . 

ce cas, i équation primitive en u devient -j-j = -j* : 

elle rentre dans une classe d’équations que nous avons 
donné le moyen d’intégrer. Son intégrale générale sera 
u = Cx l C|X 4 ", k' et k" étant les racines de l’équation 
A* _ k — A = o. 

97. Soit encore l’équation non linéaire 


posons de même 


dx 


-H aj 1 — bel" ; 

1 du 
nu dx 


et l’équation proposée deviendra 
d’u 


Soit 


dx 1 

a V / ab 


= nbue>“. 


il en résultera 


d* u 

Tfe 7 


1 du 

-j « = ». 

z dz 


ce qui n’est qu’un cas particulier de l’équation ( 1 ). On 
aura donc 


u-—C 

J 

I coa[z\J — 1 cos w) du 


/•7T 

~h C, 

I cos(*y / — 1 cos»>) l.(zsin’w)</w. 

J 




u =C 

•> 

/ ( e 1 co * “ + e-*™» 

’ • 


/** ... 

-4-C" 

J 

1 ('.! CO»',. _J r -Z CO*») 1. (i sin’w ré». 
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Il uc reste plus qu’à substituer à z sa valeur eu x , et y se 


98. Considérons encore l'équation suivante, qui se 


qui rentre dans l’équation (i), en y changeant m en 
i{n -4- i) et n en p*. 

Si l’on suppose n positif, et quelconque d'ailleurs, 
a (« + i) n’étant pas compris entre o et a, ou ne pourra 
exprimer qu’une intégrale particulière au moyen d’une 
intégrale définie. Son expression sera 


grale complète. La valeur de y , qui s’en déduit, est 


Dans le cas particulier où n = i , l’équation proposés 
devient 


déduira de «, comme dans le cas de l'équation de Riccati. 


rencontre dans les applications physiques, 



posons y = x n+l z , il viendra 
el , z 2 (n i )dz 




et l’on pourra, comme on l’a déjà vu, en déduire l’inlé- 


y = Ajt" +i cos (/>x cos w) sin'^W/w . 




et l’on aura 



et , effectuant 1 intégration , 
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B étant une constante arbitraire. Ënla considérant comme 
fonction de x, on déterminera facilement l’intégrale com- 
plète. 


Détermination des intégrales définies par l intégration 
d équations différentielles. 


99. La recherche d’une intégrale définie peut quelque- 
fois être ramenée à l’intégration d’une équation différen- 
tielle, relative à l’une des cpnstantes qui entrent sous la 
signe /. 

Les dérivées de cette intégrale par rapport à ces con- 
stantes seront des intégrales prises entre les mêmes li- 
mites, et si l’on peut par ces différentiations reproduire 
la première intégrale, en l’éliminant on aura une équa- 
tion entre ses dérivées par rapport à une des constantes. 
Si l'on peut l’intégrer, on aura une expression qui renfer- 
mera l’intégrale définie comme cas particulier, et il ne 
s’agira plus que de déterminer les constantes arbitraires 
de manière qu’elle se réduise à cette intégrale elle-même. 

100. Soit, par exemple, 1 intégrale définie 

cos (x cos w) dw. - 
(’.onsidérons-la comme une fonction de x, et posons 



(•) 



X COSw) du*. 


Différenliant deux fois par rapport à x, il vient 


dy 

rtx 


i: 


sin (xcosw) 


coswrfu, 


rl'y 

dx' 



cos v) cos' a>d'.> . 
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Pour rendre ces expressions plus facilement compara- 
bles, il faut introduire cos(x cos w) aulieu desin(xcosw) 
dans la seconde; et c’est ce que l'on fera en intégrant par 
parties. On aura ainsi 

— sinw sin (x cosu) — x/sin’w cos(x cosw)</w. 


Le premier terme disparait, aux limites o et ît, et il 
vient 


d JL 

dx 


cj^ cos(.r cosu) sinW/u. 


Divisant par x et ajoutant à la troisième équation , on ob- 
tient 


dx ’ 



K 

cos (x cos u) 


L’intégrale cherchée étant ainsi reproduite, il suffira 
delà remplacer par y pour avoir l’équation différentielle 
cherchée , qui sera 


( 2 ) 


d’y 

H’ 


• f (r 

x dx 


y — 


101. La détermination de J cos(x cosrt))<l<û a été ra- 

menée à l’intégration de l’équation ( 2 ), que nous avons 
traitée dans le n" 87. Mais, comme nous n’en avons déve- 
loppé qu’une intégrale particulière, on ne peut savoir si 
c’est elle qui doit donner la valeur de l’intégrale définie. 
Onvoitdonc qu’il est, en général, nécessaire de connaître 
l’intégrale complète de l’équation différentielle à laquelle 
on est conduit, pour pouvoir en déduire la valeur de 1 in- 
tégrale définie cherchée. 

Cependant, dans le cas actuel , il est facile de s assurer 
que la série trouvée pour intégrale de 1 équation ( 2 ) coïn- 
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eide avec jf cos(x cosco) rfw, en donnant une valeur 
venable à la constante. 

./■ \ _> • 

a 


con- 


En effet, développant cos(xcosw) en série, on , 


X 1 COS 1 » X* COS* 01 

h 


4 - 


X"" COS” 


' 4 - .... 


COS(XCOSftl)= 1 — , 

I .2 1.2. 3. 4 1.2. .. 2 m 

Multiplions par t/œ, et intégrons entre o et n, en obser- 
vant que 

fcos»W w = 

. J. 2. 4.6... 2m 

il viendra 

f cos(xcosw)f/w = Il ( l fl_l î ** ■ \ 

J. \ 2>^2>.4> 2>.4>.6 > + -:- ) 

• ' 

Ainsi l’iutégrale définie^* cos(x cosw),/w n’est autre 

chose que l’intégrale particulière que nous avions trouvée 
pour 1 équation ( 2 ) , et dans laquelle on suppose la con- 
stante arbitraire égale à tt. 

102. Cherchons maintenant 1 équation qui détermiue- 

X oo 

cos anxr/x , que nous 

connaissons déjà. 

Soit 


y 


on trouvera 


=r 


c " COS2»xrfx, 


Or 


f- 


tly /*“ 

^ = — / 2xc-*' 1 ’sin anxrir. 


2jt « , * : gin 2 nxilx = — r* c-"’*’ 


4 - 


m 

2 




cos inxdr. 
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dy_ 

dn 


iny 


d’où y — O 


«• 


Ainsi cos iiixdx est compris dans l’expres- 

_ nj^ 

sion Ce m , dans laquelle C est indépendant de x et n : il 


reste à voir quelle valeur doit avoir C pour que Ce m * 
devienne égal à cette intégrale définie. Or, pour n = o , 
l’intégrale devient 



et Ce m se réduit à C; donc la valeur de la constante C 

devait être — , et l’on a 
un 


i: 


c -"' l * cos mxdx = — e 


comme nous l’avions trouvée par une autre voie. 

Si l'on avait regard e~ m ’ x ' eos mxdx comme fonr-. 
tion de m , on aurait trouvé 



/a» ,J 

_ ±\ 

= 

dm 

Vm" 1 

»>) 

d’où 


n' 

y 

_ C 

m'. 

y 

m 


et Ton trouverait 





v* 

C — 

el y 


9. 


im 
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cours d’analyse. 
Considérons, en dernier lieu 


l'intégrale 


r 


cos axd. v 


i x 1 


et posons 


J ’ 1 cos axdx 

, > + *’ 


Nous ne prenons pas de suite la limite oo , pour éviter 
une difficulté dont uous parlerons tout à l’heure. DifTé- 
rentiant deux fois par rapport à a , il vient 


d'y 
da ’ 



x'cosaxdx 



COS axtlx 




sin al 
a 


et si l’on faisait / = oo , on voit que le second membre se 
présenterait sous une forme indéterminée. 

Il faut maintenant intégrer l'équation linéaire 



sin al 

H — o. 

4 ! 


Si l’on néglige d’abord le dernier terme, on trouvera 
pour intégrale y — Ac" -4- 13e - " ; considérant ensuite A 
et 13 comme des fonctions d en, on trouvera , pour l’inté- 
grale générale de l’équation en question , 


,r=Ce" 


C, 



c m sin aida 
a 



sin al 
a 


da, 


C et Ci étant des constantes arbitraires. 

Il faut maintenant supposer que / croisse indéfiniment, 
et chercher la limite du second membre. 

Or, quand / est extrêmement grand, sin <a/ passe par 
toutes les valeurs de — i à + i pour un accroissement 
extrêmement petit de a, pour lequel on peut regarder les 
autres facteurs comme constants. Les éléments des inté- 
grales se détruisent donc dans cet intervalle, et il en est de 
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même depuis une valeur finie quelconque de a jusqu’à l’in- 
fini. 11 suffit donc de cousidérer les éléments de ces inté- 
grales entre o et une valeur infiniment petite de a. Mais 
alors e“ et e~“ peuvent être remplacés par l'unité dans les 

intégrales qui se réduisent à et les deux derniers termes 

rentrent dans les premiers. 

1 * (X 

. . ..... , ,,. , , C cosaxilx r cos axdx 

Ainsi la limite ue 1 intégrale I -,ou I r 

étant désignée par on a 

v = O* C,e— . 


il ne reste plus qu’à déterminer les constantes C, C,. 

Or, si a est positif, Ce a croîtra .indéfiniment avec a, ce 

"eos axdx 


r ®co! 

qui ne peut convenir; donc C = o. I)e plus J ' — - 


devient égale à ^ pour a — o ; donc C, = -■ et 


r 


cos axdx 
1 -+- x ’ 


- e~ 
a 


Si a était négatif, on aurait C, = o et C — et, par suite. 


f. 


cos nxdx 


- e a 
1 


104. Si 1 'on différence les deux membres de cette équa- 
tion par rapport à a , on aura 
* 

,00 


f. 


jrsin axdx 
1 -+- x * 


a étant négatif. Si l’on différence l'équation qui se rap- 
porte au cas de a positif, on aura 


— -dx = - <•- 
• x’ a 
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Détermination îles séries par II intégration d'équations 
différentielles. 


105. Nous avons vu comment l’intégrale d'une équa- 
tion différentielle pouvait être développée en série; mais 
on peut réciproquement se proposer de trouver l'équation 
différentielle dont une série donnée serait l’intégrale. Si 
cette équation peut être intégrée complètement sous 
forme finie, on saura déterminer la fonction dont on 
avait le développement. Pour obtenir cette équation , 
on différentie une ou plusieurs fois la série, ou d’autres 
séries qu’on en déduit, de manière à reproduire celle 
que l’on cherche, qu’on peut alors éliminer. Si elle ne se 
reproduit pas , mais qu'on parvienne à une série qu'on 
sache sommer, on peut encore obtenir l’équation cher- 
chée. 

i(M>. Soit, par exemple, la série 

x 2 x‘ x* 

r 1.2 i . 2 . 3.4 1 . 2 .. .6* 

on trouvera , en dill'érentiant deux fois, 


d'y x 1 x‘ 

tlx 1 ' ,.2 ,.2.3.4 ’ 


cette série étant, au signe près, celle que l’on cherche, 
on peut l’éliminer, et l’on obtient l’équation différentielle 


Par la théorie des équations linéaires, on trouvera 

y = A cosx -t- B sinx, 

A et B étant des constantes à déterminer. 

Pour cela on observera que la série conserve la même 
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valeur quand on change le signe de .r; dune U — o. De 
plus, elle se réduit à 1 pour ,r = o; donc A = 1 , et la 
série est égale à cos .r, comme on le savait d'ailleurs. 

107 . Soit encore la série 

x x’ x 2 x 1 x * 

r= 3 -^ - +■ • -, 

ou en déduit 


dy x x‘ x ‘ x 1 

dx 12 3 4 


— I +l,(l +*); 


dans ce cas, ou est arrivé à une série qui 11'est pas iden- 
tique avec la proposée, mais que l’on a pu sommer. 

Il faut maintenant intégrer l’équation 


d JL 

dx 


= — I -H l.(l -H 


ou y — — x -H J dx I . ( 1 -h x), 


qui donne 

y — C — xx -+- ( 1 -h x) I. ( 1 -f-r). 


I.a constante C doit être égale à I, puisque la série se lé- 
.duit à t pour x = o ; donc 

y — 1 — xx -H (1 -H x) I. (1 -H x). 

On aurait pu différentiel' une fois déplus , et l’on aurait eu 


d'y 

dx' 


— 1 — .r -H .r — - x ' 


il aurait fallu alors intégrer l'équation 


d’où 


d'y _ 1 

dx ‘ 1 -H T 


~ = 1 . ( i -H x) -H C . 
dx 


Pour déterminer C, on observera que loua ~ — — 1 


2“ édit. 


■ H . 


« 


* 
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pour .r = o ; donc C — — i , et 

dy 

-j— — — l ■+* 1*1 -H r ■ a 

dx 

On aurait continué comme dans le premier calcul. 

108. Considérons , en dernier lieu , la série 

X ' X 1 J' ‘ 

y ~ ' 2 > " + ‘ 2’. 4 ~ 2 ’. 4 '. 6 ’ 

elle donne d’abord 

dy x x ’ x ' 

dx 2 2 1 .4 2’. 4’. G ' ‘ 

Pour faire disparaître le dernier facteur de chaque déno- 
minateur, multiplions les deux membres par x, puis diffé- 
rcntions-les, il viendra 


d’y 

dx' 


dy 

Tx 


x‘ 
2 ’ 




2'-4 


2 ’ . 4 ! G' 


\ o 2 


?. ï 4’ 


.r° 

2 ’. 4’ .6’ 


)■ 


» 


On a reproduit ainsi la série proposée, cl , 
nant, on obtient 


/ÜL 

dx' 


dy 

Tx + v = °* 


ou 


3 >' 1 dy 

dx' x dx 


O. 


en l’élimi-* 


Et, en effet, nous avons reconnu précédemment que 
cette équation différentielle a pour intégrale particulière 
la série proposée; mais nous ferons observer ici, comme 
nous l'avons fait pour la détermination des intégrales dé- 
finies, qu’il est, en général, nécessaire de connaître l’in- 
tégrale complète de l'équation différentielle à laquelle 011 
parvient. 
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Application îles équations différentielles à la recherche 
de fondions dont on cannait certaines propriétés 
caractéristiques. 

109. Soit proposé de trouver une fonction z = <p (;»•), 
telle que l’on ait, pour toute valeur de .r et y, 

(') tW + ?(» = ?(■* -4* y)- 

Si I on dillérentie cette équation par rapport à .r, en con- 
sidérant y comme constant, on a 

?'(*)= v'(x -t-r) ; 

d’où l’on conclut que <p' (,r) est constant, quel que soit r, 
et que, par conséquent, on a 

ilz 

dx — 

a désignant une constante. Un en déduit 

(a) z = ax - 4 - />, 

h étant une nouvelle constante. 

La fonction (f , qui satisfait à l’équation (i), est donc né- 
cessairement comprise dans celles que représente la for- 
mule (a). Mais la réciproque n’est pas sûre, et il faut 
tâcher de déterminer les constantes a et b de manière 
que la substitution de la valeur trouvée de z rende Iné- 
quation (i) identique. On trouve pour résultat de cette 
substitution 

ax + h ■+■ ay -4- b = a (x y) 4- b, 

. J*. 

ce qui exige que l’on ait b — o , d’où résulte z = ax. 

I.a solution la plus générale de la question est donc 

10. 
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donnée par la formule 

f(x) = ax, 

a étant une constante arbitraire. 

HO. Cherchons maintenant la fonction déterminée 
par la condition générale 

(0 »W + fW = TW 

Diflereutiant par rapport à .r, il vient 

?'(*) = r?' ter)- 

Ditlèrentiant la môme équation (i) par rapport à j, on 
obtient 

?'(/) = x l'[xjr). 

De ces deux dernières on tire 


•**'(*) = >?'(/); 


donc le produit xÿ ( x ) est constant, et si l’on pose 
<f(x) = z, on aura, en désignant par a une constante, 
dz 

x — = a , d ou 1 on tire 
ax 


, 0dX 1 A 

dz — , z — a t. x -|- b. 


b étant une nouvelle constante. Substituant dans l’équa- 
tion (i), on trouve 

(a) a l. x 4- b -f- a 1./ -+- b — a 1. xy -t- b\ 

donc 

b — o et z = a I. x, 
a étant arbitraire. 

Ainsi, la solution la plus générale de la question est 
donnée par la formule 

?(*) = logi:, 

la base du système de logarithmes étant arbitraire. 
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III. Proposons-nous maintenant de trouver la fonc- 
tion 9>(x) d’après la condition 

(i)< ? (■*)?(/) = T (*+r)- 

En dilférentianl celte équation par rapport à x et jr, on 
obtient les deux suivantes : 

t'Wt = 
y M y (7) — y {* + y) > 

d où I on conclut 

y' (- r ) _ y (y) _ „ 

?(*) ~ ?(r)“ ’ 

a étant une constante. Si donc 011 pose <f(x) — z , on aura 

1 <lz 



d où 

Hz Z 

— = adx , I. 7 — nx, z = be“*, 

z b 

b étant constant. Substituant dans l'équation (t), on 
obtient 

(2) be" . bev = èe*(*+/), 

ce qui exige que l'on ail b* = b, et, par suite, b = 1 , car 
on ne saurait prendre b = o. La fonction cherchée a donc 
pour expression 

y (*) = c “y 

a étant arbitraire. 

Si la constante a est imaginaire, et de la forme 
ni ±. n \J — 1 , on aura 

tf (x) — e m * (cos nx ± V — i sin nx) . 

112 . Soit encore proposée la condition 

(il ?( r ) ? ( .r) = y te»')- 
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Ifi (fêtent iant celte équation par rapport à x et y, on 
obtient 

? \*) 1 ir) = •*?' (■*.» )• 

Ces deux équations donnent 
(1 OÙ 

(■*) _ Jï(f) _ n 
f(*ï ?(r) ’ 

a étant une constante. Un a donc, en faisant ÿ (.») == s. 


on en déduit 


di tlx z 

— =r n —i I. T = a 1. x — 1. x ", 
z x b 


f> étant une constante. Un aura donc 
z ~ bx". 


Substituant dans l'équation (i), il vient 

( 2 ) bx’.by" = 

donc b = 1 , et la fonction cherchée a pour expies» on 
9 M = ■**> 

n étant une constante arbitraire. 

Si l’on suppose a — m ± n V — 1 , la fonction prend la 
forme . 

if (ar) = x"(cos.n I. x'àz ^ — 1 sin./t I. art. 

113. JNous donnerons pour dernier exemple de ce 
genre de questions celle qui se rapporte à la détermina- 
tion de la résultante de deux forces égales, faisant entre 
elles un angle quelconque. 


I 
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On esl coiuluil dans celle recherche par des considéra- 
tions fort simples, que nous n’indiquerons pas ici, à l'é- 
quation suivante : 

(i) -*-?(■*— /! = ?(•*)?(/)• 


x désigne le demi-angle des deux forces , et <p (x) le rapport 
de la résultante à l’une d’elles. Or, si l’angle des forces esl 
nul, la résultante est égale à leur somme; et s’il est égal 
à deux angles droits, elle est nulle : on devra donc avoir 
les conditions particulières suivantes, en désignant cp (x) 
par z : 


W 


z — 7. pour .r = o, 
* 

| z — o pour .r — - 5 


et, de plus, ^ ne peut devenir nul pour aucune valeur de.» 
comprise entre o et On observera d'ailleurs que la ques- 
tion de statique n’impose aucune condition à la fonction , 
pour des valeurs de x non comprises entre o et et pour 

des valeurs de y plus grandes que x. On peut reconnaître 
facilement que la première des équations (a) est une con- 
séquence immédiate de l’équation (i); car, si l’on v fait 
y — o, on trouve 

2 f(*) = »(•*) ?(°)i 
d’où résulte 9(0) = 2. 

Cela posé, en dillérentiaut deux fois h équation (1) par 
rapport h x, et deux fois par rapport à y, on obtient 

. y (* y) -+- y" — y. — ?" (•* ? (y), 

? ( r ■+* y) -+- ?' (•*• — y) = v (x) y" i,> ); 

d'où l’on conclut 

y' (x) __ y” {.y; 

\ — - — a j 

?' r ) V 1 .’ 
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a étant une constante réelle, puisque ?(•*•) ?"(■*’) ,l ’ 

sont. 

Cette équation devient , en remplaçant par z , 

<lz 

1 3> - - — m — o. 

f/.r 7 

L intégrale de cette équation aura une forme différente, 
suivant que l’on aura a > o, a = o, a < o. 
i°. Soit d'abord n = o, il en résulte 

z — C.r -f- C, , 

et, substituant dans l'équation (1), on devrait avoir, pour 
une infinité de valeurs de x et y, 

aCr -+- 2C, = C ’xy ■+■ CC,y -+- CC,.r -H CJ ; 

les termes semblables devraient donc être égaux de part et 
d’autre, d’où résulterait C — o, et tp (x) serait égal à uue 
constante, ce qui est impossible; donc on ne peut avoir 
n — o. 

a°. Soit « > o, I intégrale générale de l’équation (3) 
sera 

s = Ce*** -+- C.fr" 1 '"; 

substituant dans l'équation (1), et posant 

ce qui n’établit aucune liaison entre u et c, on trouve 

C (C — 1) « -f- Ci (C, — 1 ) u~' =: C(l — Cl) *’ -4— C, ( 1 . — C)e~'. 

Les coe flic imite des termes dissemblables devant être nuis 
séparément, on aura 

tj = o, C, = o, 
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ou 

C = i , C, = 1 • 

Or on ne peut avoir à la fois C = o, (,, = o , sans quoi 
l’on aurait z = o, quel que fût x, ce qui est absurde. 
Doue on ne peut prendre que les valeurs suivantes : 

C = i , C, = i , 

d’où il suivrait 

z = <r* k * -+- c- 1 '*’, 

expression qui Redeviendrait pas nulle pout .t 'l 

qui, par conséquent , ne satisfait pas à la question. Donc 
on ne peut avoir o. 

Supposons eillin a <C o et posons a — — m* ; 1 inté- 
grale complète de l’équation (3) sera 

z = C cos mx -t- C, sin mx, 

et puisque l’on doit avoir z = a pour x = », il en résulte 
C = a , et la valeur de z sera 

z = a cos mx -t- C, sin mx ; 

en la substituant dans l’équation (i), et réduisant, on 
trouve 

C; sin mx sin mj -f- aC, sin my cos mx — o, 

et comme on ne saurait avoir m = o, on peut supprimei 
le facteur sin my , cl il reste f 

C’ sin mx -f- 2C, coswx = o, 

équation qui ne peut être satisfaite quel que soit .r, qu'en 
posant C, = o, d’où résulte 

Z = 2 COS MX . 

I.a constante m se déterminera au moyen de la seconde 
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équation ( 2 ), qui donnera 

mr. 

cos — = o , 
a 

d’où m = a/i -f- 1 , n étant un nombre entier quelconque. 
Mais si l'on n avait pas n = o, cos mx deviendrait nul, 

pour la valeur x = — : — qui est moindre que-: ce 

1 1 (2/7 +l) 1 1 2 

qui ne saurait être, puisque la fonction z ne peut devenir 
nulle pour aucune valeur de x entre o et -■ Donc enfui 

z = 2 cos .r, 

et la valeur de la fonction cherchée est 
j (.r) = 2 cos x. 

DIGRESSION SDK QUELQUES PROPRIÉTÉS, Ol l SAGES DES 
INTÉGRALES DÉFÎMES. 


Inlcqralts eulériennes . 

1 1 4. Legendre a désigné de cette manière deux espèces 
d'intégrales définies, étudiées avec beaucoup de soin , d a- 
bord par Euler, et ensuite par Legendre lui -même : nous 
nous bornerons à en faire connaître les principales pro- 
priétés. Celles de la première espèce sont comprises dans 
la formule 

I xr ‘ (1 — x)i *t/x ; 

J f 

celles de la seconde sont de la forme 

f ('**) ' lX ' 

n étant positif, sans quoi I intégrale sciait infinie. 
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Si le 


P™<’ - =.Yi 


on lui donne la forme 


£ r“ 1 c~Jdy. 

Legendre désigne les premières par le symbole (p, a ) , 
et les secondes par F (a); de sorte que l’on a 






f ~’dx. 


Nous avons déjà eu occasion de parler de ces dernières 
dans le cours de première année, et nous avons démontré 
que si a est entier, on a T (a) = t .2.3... ( a — i); et que, 
quelque valeur positive qu’ait m , on a 


X 


c a-l c -mj,l 


! — ’ r ^ 
III " 


115. Un recouuait immédiatement une propriété très* 
simple des intégrales de première espèce , et qui consiste 
en ce que leur valeur ne change pas, quand on change 
l’une dans l’autre les deux lettres p et q. F,n efl’et, si l’on 
fait la somme des deux éléments de l’intégrale, corres- 
pondants à deux valeurs de x dont la somme soit égale 
à t , elle reste évidemment la même quand on change p 
en r/, et réciproquement , puisque cela ne fait que changer 
les deux éléments l’un dans l’autre. Donc l’intégrale entre 
les limites o et i reste la même quand on change l’une 
dans l'autre les deux lettres p et q\ propriété qui s’expri- 
mera de la manière suivante : 


\Pi l) — [<h P)- 

I Iti. Démontrons maintenant une des principales pro- 
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p ri étés des fonctions de seconde espèce , dont l'élude doit 
être faite en même temps cjue celle des premières. 
Considérons l’intégrale 

f. 

( intégration par parties donne 

/('•;)* =*('i)' + “/('*)" 

et, prenant les limites o et i, 

f (i-i)" '*■ 

ce qui donne la relation suivante : 

r [a -f- i) == a I' (a). 

Au moyen de cette relation, il suffira de connaître la 
fonction T (ti) pour toutes les valeurs de a comprises entre 
o et i, pour en déduire celles qui se rapportent aux va- 
leurs de a comprises entre i et 2 . De celles-ci on passera 
aux valeurs de a, comprises entre 2 et 3. cl ainsi de suite 
indéfiniment. 

La construction d'une Table qui donnerait toutes les 
valeurs possibles de la fonction T se réduit donc à la con- 
sidération des valeurs de a comprises entre o et t . 

Nous allons voir qu’il suffit même de connaître les va- 
leurs de T(rt) dans l’intervalle de a = o à a = -■ 

D’après ce qui a été dit précédemment, on a l’équation 

h étant positif. .Multiplions les deux membres par x"~'dx, 
a étant positif et plus petit que />, et inlégrons-les par rap- 
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poi l à x enlre o et l’infini , nous aurons 


n: 


i*~'x a ~' e~‘ t-"dulx 


= rt /V 


intégrons d'abord par rapport à x, et observons que 


, l a 

x a—i fi iJ f/x — — ; 

1“ 


le premier membre de l’équation deviendra 

r(a)j‘ s 6- *"' c~'th, ou r(<?)r(6 — a), 
ce qui donne l'équation 

x r x x-'dx 

r(a)r(b-a)=r(b)J' 


C* x—‘dx r(fl)r(6— a) 

J, ~ r(i) 


On voit donc comment les intégrales de la forme 

J „oo r ^ 

— — —, ■ , dans lesquelles ona«<i, dépendent de 
, (1+*)* H _ 

celles que nous avons désignées par T . 

Considérons le cas particulier de b = i , et rappelons- 

nous que T(i) = i , et£ l’équation 

précédente deviendra 


r(o)r(i — «)=- = 

v ' sinait 


Si donc on connaissait les valeurs de T(a) depuis a=o 
jusqu’à a = cette équation donnant T(i — o), d’après 
T(a), ferait connaître les valeurs de la fonction depuis 
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a = - jusqu’à u — i . 11 serait très-facile ensuite, comme 

nous l’avons l’ait voir, de déterminer ses valeurs depuis 
a = i jusqu'à a — ao. 

On peut remarquer que si dans l'équation précédente 
on fait a = -» on obtient 


( r î) = d ’ où = 

:** t e~~ x <lx = y 7 t. 


ainsi 


J. 

Posant .«• =j’, il vient 

r x 

2 / e~t dy — \/jr, ou 


/: 


e -/ tly = \/ n , 


comme nous l’avions trouvé déjà par d’autres procédés. 

11”. Les intégrales de première espèce peuvent se ra- 
mener à celles de seconde; ce qui est avantageux en ce que 
celles-ci ne dépendent que d’une seule variable a, tandis 
que les autres dépendent de deux variables p et q. 

L’intégrale jf x'’ -1 ( i — x) ,_1 <£r devient, en posant 


x = — > 

i +r 


f 


Y*~'dy 
Tm* 


!, (i 

dont la valeur est, d’après une formule du numéro pré- 
cédent, 

r (/>) r (y) . 
r (/> + ?)' 

ou a donc l’équation suivante: 


f. 
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(r , _ r (/») r Uf) 

(p,v) - nFTiŸ 

formule très-simple qui servira à exprimer les fonctions 
de première espèce, au moyen des fonctions I'. 

1 18. Si l’on multiplie membre à membre les deux 
équations 

fn — r (f* r 9) 

{p,q) r(p-4-7)’ 


il vient 




et comme le second membre ne change pas , quand on 
change l’une dans l’autre deux quelconques des lettres 
p, q , r, il en sera de même du premier membre , et l’on 


(p, y) (p -+-‘h r )~ (p< r ) ( p -+- r > y) = ( r > y) (y + r » p). 

ce qui est une des propriétés fondamentales des fonctions 

(/>• y)- 

119. Supposons maintenant que les deux nombres p 
et q soient égaux dans la fonction (p, q)-, on aura alors 

(a, a) — £ x*~'(i — Jtf'dxi 

posons r — j (i 4-j), il viendra 

(°> a ) = ^r (i ~jr'Y-'djr = ~£ (i— y l )-'d yi 

faisons ensuite y' = s, d’où dy — — ? on obtiendra 

2* T 
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i 6a 

ou, en remplaçant les fonctions ( p, y) par leurs valeurs 
au moyen des fonctions T, 

r(«)r(«) r(|)r(i.) 

r(a«J î'-'I'fi + fl' 

d’où l’on tire, en observant que F = 

I 

a'-“tr 7 r(?.n) = ri«)r(i-4-«), 

» 

ce qui constitue une nouvelle propriété générale des fonc- 
tions F. 

Nous bornerons là ce que nous avions à dire des inté- 
grales eulériennes, et nous renverrons pour plus de dé- 
tails aux Exercices de Calcul intégral de Legendre. 

Expression des fonctions d'une seule variable , par des 
intégrales définies doubles. 

120. Fourier a fait connaître une formule d'une grande 
importance dans les applications de l’analyse à la physi- 
que. Elle a pour objet de représenter par une intégrale dé- 
finie double une fonction de x donnée depuis x — — oc 
jusqu’à x = oc , et qui n’est assujettie d’ailleurs à aucune 
condition de continuité. Elle peut changer de forme d’une 
manière arbitraire , et représenter un lieu géométrique 
composé d’arcs de courbes aussi diverses que l’on voudra; 
ce lieu pourra, par exemple, se confondre avec l’axe des 
x , depuis l’infini négatif jusqu'à l’infini positif, excepté 
dans une étendue limitée où il se composera d arcs de 
courbes arbitraires. La seule condition à laquelle la fonc- 
tion soit assujettie consiste en ce qu’elle n’ait qu’une 
seule valeur pour chacune des \ aleurs de .r. 

Sans entrer ici dans aucun détail sur la manière dont 
Fourier a découvert cette formule, nous nous bornerons 
d’abord à en démontrer l’exactitude. 
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Soit F(x) une fonction de x, entièrement arbitraire; 
je dis qu'on aura identiquement 


(0 


F (x) — — | I F (a) cos p — z) dp do.. 

2,t J — <x> J — « 


En effet, intégrons d’abord, par rapport à p. depuis o 
jusqu'à une valeur très-grande p \ eu doublant les résul- 
tats, nous produirons le même ellet que si nous avions 
intégré de — p à -+-/>. ÎNous aurons à intégrer, par suite, 

,sin»(x — a , . , . , ~ . 

F(a) — — «a entre — » et -f-so , puisa laire croître 

p indéfiniment. 

Or, si l’on considère une valeur de a qui (litière de x 
d’une quantité finie, on peut supposer p assez grand pour 
que p(x — a) croisse de air quand a croîtra d'une quantité 

aussi petite qu’on le voudra, et qui aura pour valeur — : 


dans cet intervalle, 


F(«) 


ne variera pas sensiblement, et 


comme l intégrale /sinpf.r — a) (/a sera uulleenlre ces deux 


limites, on pourra considérer aussi f¥(a) 


sin/>(x 


i x — l 


h 


comme nulle dans ce même intervalle : d’où il suit qu’on 
peut se borner à considérer les valeurs de a qui diffèrent 
infiniment peu de x, et il est év ident que les conséquences 
précédentes ne s’appliquent pas à ces valeurs, puisque 

— g - peut varier considérablement lorsque a. subit de 

très-petites variations. Soit donc a = j -f- &>, w étant une 
quantité infiniment petite, positive ou négative, puisque a. 
peut être plus grand ou plus petit que x; si F (a) ne varie 
pas brusquement à partir de la valeur x, on pourra sub- 


stituer 

a* édit. 


F (x) à F(.r+w), et f F (*) dot se ré- 
J— » r * 
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. • , , /’~ t " *sinn« . , ...... 

(luira a r (x) I n«, e étant une quantité înlini- 

meut petite. Mais l'intégrale^*- 11 ^ rfo> étant nulle, comme 
nous l'avons démontré, lorsque « est fini, et que l’on prend 
deux limites qui diil’èrent de il s’ensuit que, à mesure 

que l’on suppose p de plus en plus grand , J' du 

s’approche de plus en plus de J M ou j e -j [) onc j a 


limite de 




est nF(x). Doublant ce résultat, on aura la limite de 

r” r® 

I I F (a) COS p [x — a) dpdi ; 

J — CO «/— OC 

et, par conséquent, pour toutes les valeurs de x pour les- 
quelles F (x) est continue, on a 

■ r® r°° 

F (x) — — I / F (a) cos/î (x — a)dpda. 

27r ./ _ a J— a 

121. Si F(x) passait brusquement de la valeur A à la 
valeur B, pour une certaine valeur particulière de x, il 
faudrait supposer F(x — w) = A , F(x -+- o>) = B, et 
considérer les deux intégrales 

. {“sinpu , _ r'sinoM , 

A I f/w -4- B l r/&», 

J-e w w 

au lieu de l’intégrale unique 
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et Ion voit que la limite, au lieu d être 7rF(x) 

(A -t- B) 

n ^ • u ou I on conclut que pour ces valeurs particu- 

lières de x, la formule (i) donnera pour F(x) la demi- 
somme des valeurs que prend cette fonction pour deux 
valeurs de x, l’une plus grande et l’autre plus petite que 
celle que l’on considère, d’une quantité infiniment petite. 

122. Revenons avec plus de détail sur une partie im- 
portante de cette démonstration, celle où nous avons 
prouvé qu’il suffisait de considérer les valeurs de «, infi- 
ment voisines de.r, dans l’intégrale 

/•* • i 

/ , sm p ix — x , 

L J 1 " 1 


Pour cela, concevons qu’à partir d’une valeur finie quel- 
conque a, telle que « — x soit un multiple de -, on par- 
tage 1 intervalle jusqu à 1 infini en parties égales à —, et 
eonsidérons d abord l’intégrale dans le premier intervalle. 
Soit, pour abréger, —_—=?(<*). On peut partager l’inté- 

X »i-r — 

P tp(«) sin />(x — <x)</ a dans les deux sui- 

vantes : 



x 



' f (a) sin p (x — x)< h , 



f(x) Mil p (x— x) îlot . 


P 

Dans chacune d elles le facteur trigonomélrique a un signe 
constant, et par conséquent, si on l’intègre isolément, il 
faudra multiplier le résultat par une valeur de y (a) , in- 
termédiaire entre la plus petite et la plus grande de celles 


1 1 . 


v* 
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qu’elle prend dans le même intervalle. Or 


2 ~ 

n /»rt H 

'»/i + - / P 

j ^'sin/vf.r — a )r/a = — I siny?(x — a) r/a 

J»* 7 ! 


: — cos /' (y — r) — cos/' (fl — x), 

P ' 77 


i désignant l'intervalle — • 

Pour le second intervalle, il faudrait changer a en 
a -+- — > ce qui ne changerait rien au résultat de l’inté- 
gration que nous venoiis d’effectuer; et il en serait de 
môme pour tous les intervalles suivants : ce résultat sera 
constamment 

COS /' (fl — x). 

TC 

Pour la première moitié de l’intervalle il sera multiplié 
par une moyenne entre les valeurs de ip(a), dans cette moi- 
tié; pour la seconde, par une valeur moyenne de <p (a) dans 
celle seconde moitié, puis on devra retrancher ce second 
produit du premier. Le reste sera donc moindre que le 

produit ^ cos p (« — .t) par la différence de la plus petite 

cl de la plus grande valeur de !p(a) dans l’intervalle » que 
l’on considère. Mais i tendant vers zéro à mesure que p 
augmente, les deux facteurs de ce produit sont infiniment 
petits, et le produit est un infiniment petit du second 
ordre. Donc l’intégrale prise depuis « jusqu’à l’infini 
tend vers zéro en même temps que p augmente, quelle 
que soit la valeur finie de a ; ce que nous nous étions pro- 
posé de démontrer. 
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Expression d’une fonction périodique arbitraire en 
série triqonométrique , nu moyen d'intégrales définies. 


123. Si l'on désigne par u un arc quelconque, on sait 
que l’on a 

■ •. sin (/»i -H 4)« 

; -4- cos u - 4 - cos 2 u -f- cos Su cos mu =z • 

2 sin 4. « 


Changeons u en x — a, multiplions par une fonction 
arbitraire F (os), et intégrons, par rapport à a, entre 
deux limites quelconques a et b ; nous aurons 


[ -j Ç F (a)da-\- f F(a)eos(xra)rf« -+- C F(cs)coS2(x-a)c/a-t- . . . 

/ \ i t/fl va %Ja 

(') { , . 

I . f v, \ / i C vi \*' n \ m + ?) (•*—»■ , 

( ■+■ I F(«) cos m(x- x)rta—^ I l-(at) ^ , ' da. , 

\ J a J a SIÜ , (X 3. f 


On voit que rien ne serait changé dans les deux membres 
si l’on augmentait x d'un multiple quelconque, positif 
ou négatif, de ir. , et que, par conséquent, ils repré- 
sentent une fonction périodique, dont la période est 2 ît, 
quel que soit d’ailleurs le nombre entier ni. Or, lorsqu’on 
fait croître ce nombre indéfiniment, le second membre 
tend vers une limite qu il est facile de déterminer, et le 
premier membre sera le développement en série , de la 
fonction qui exprime cette limite. 

On remarquera, comme dans la question précédente, 
que l’on peut se borner à considérer les valeurs de a infi- 
niment voisines de celles qui rendent sin ) (x — «) = o, vu 
que l’intégrale tendrait vers zéro, à mesure que ni aug- 
menterait, pour tout intervalle dans lequel sin j (ex — x) 
resterait une quantité finie. Il faut donc se borner aux 
valeurs de oc (pii dillërcnl infiniment peu des suivantes: 

.r, .r ± 2 »r , . . . , r rir , etc. 


» 
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Soit.r une valeur quelconque comprise entre a et A, et 
supposons que A — a soit tout au plus égal à arc; on con- 
sidérera seulement les valeurs infiniment petites de a — x; 
on pourra alors remplacer sin f (a — x) par ^ (a — x), et 
le second membre de l'équation (i) devient 


l 2 ) 


/ V' >n(/H4-i (a— art . 

/ F(») -■ d (o 

t « — * 


e étant infiniment petit ; ou, en faisant a — x = w, 



sin(//j 


(/',) . 


Si F (a) est continue dans le voisinage de x, on pourra 
remplacer F(x-(- '■>) par F(x), et l’on aura seulement 


(3) 



s sin (ni -t- -Mw 

— fl u) ; 

U) 


et cette intégrale n’ayant de valeur sensible que pour des 
valeurs infiniment petites de w, lorsque m croit indéfini- 
ment, on peut, sans inconvénient, étendre scs limites jus- 
qu’à — ac et ao , ce qui facilite l’intégration, et l’on 
trouve pour résultat t:. Fa limite du second membre étant 
7 :F(x), on a la formule suivante: 


( 4 ) 


£ b 00 z'» b 

K («)</* I F (a) cos m (x — alrfa, 

Ja 


qui donne le développement de F (x) suivant une série 
dont le terme général est de la forme 

A„ sin /«.r - 4 - B, cos mx. 

11 nous reste à faire quelques observations propres à en 
fixer le véritable sens. 
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124. Si J '011 donne à x une valeur telle qu’entre a et b 
il ne tombe aucune des valeurs renfermées dans l’expres- 
sion x ± aA?r , k étant un nombre entier quelconque qui 
peut être zéro, l’intégrale ( 2 ) est nulle, et la série a pour 
limite zéro, pour cette valeur de x. Le lieu qui aurait 
pour ordonnée le second membre de l’équation (4), divisé 
par 7r, se composerait donc d’abord du lieu de l’équation 
y — r’(.r) entre x — aetx = b, reproduit indéfiniment 
dans les deux sens de l’axe des x ; de telle sorte que les 
points correspondants seraient distants les uns des autres 
de 277 , et, en outre, de toutes les parties de l’axe des x 
comprises entre ces courbes successives. 

Si l’intervalle b — a est égal à 27t, le lieu y — 
construit entre x = a et x = b, se reproduit à la suite 
de lui-même indéfiniment, et tous les points correspon- 
dants seront distants de 277. 

125. Si x est égal à une des limites de l’intégration, 
à a par exemple, 1 intervalle b — a étant encore égal à 
277, l’intégrale ( 2 ) ne sera prise qu’entre o et -t- £ , quand « 
sera dans le voisinage de a , ce qui donnera -j F (a). Mais , 
quand « sera dans le voisinage de A, qui est égal àa + 27t , 
sin J (a — x) sera encore infiniment petit ; et si l’on pose 
a = a -)- 27t — o), 011 aura 

• 1 / s ■ w 

sin - {a. — x) — sin- , 

' ' 2 

qu’on remplacera encore par On aura ainsi une nou- 
velle intégrale qui sera égale à \ F (è); d’où l’on voit que, 
lorsqu’on donne à x une valeur égale à l’une quelconque 
des limites de l’intégration , la série donne la demi-somme 
des valeurs de F(x) relatives aux deux limites. 

126. Si pour une valeur de x comprise entre a et b, 
J F (x) n’est pas continue , et passe brusquement de la valeur 

ni à la valeur 11 , il faudra dans l'intégrale (3) supposer 
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F(xJ = rn eu Ire — êelo, et l'(j') = n eu ire o et +£, 
ee qui donuera pour résultat j (au + n). Ainsi, pour une 
valeur de x qui rend F(x) discontinue, la série donne la 
demi-somme des valeurs de F (x) qui correspondent à 
celte même v aleur de x. 

127. Aous avons supposé que la dill'érence des limites 
a , b était tout au plus égale à 27T. Voyons ce qui arriverait 
si celte dill’érence était plus grande que 27r , et que la fonc- 
tion F (a) fût donnée arbitrairement dans cette étendue : 
supposons, pour fixer les idées, que l’on ait b — n=an-+-iî, 
d étant plus petit que ar. Pour toute valeur de x com- 
prise entre a et a -f- à , sin ; (sc — x ) deviendra nul pour 
a =/ et pour x = 27t -f- x ; ou aura donc à considérer 

f k 

dans l'intégrale I les valeurs de a dans le voisinage de x 

*' a 

et de 27t x, et, par conséquent, on trouvera pour valeur 

de cette intégrale relative h ees valeurs de x r 

/ 

ir | F (:c) -t- F (.r + 2ir)] ; 

de même pour toute valeur de x comprise entre b — d 
et Z>, on trouverait pour valeur de l’intégrale, 

n [F (j-) -t- F (x — Sir)]. 

Pour les autres valeurs de x comprises entre « et û, l’inté- 
grale aurait simplement pour valeur F(x). On voit ee 
qui arriverait si b — a renfermait un nombre quelconque 
de fois 27: , et que la fonction F (a) fût donnée dans toute 
celte étendue. Ce n’est donc qu'en prenant 27: pour diffé- 
rence des limites de l’intégration , que la série représen- 
tera la fonction elle-même F(.r) pour toute valeur de x 
comprise entre ces limites. Dans tous les cas, la fonction 
représentée par la série aurait pour période 7". 

•Si la fonction F (a) est périodique , que 27: soit I étendue 
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de la période, et que b — a soit un multiple de 27 : , la 
série représentera évidemment ~F(.r) multiplié par le 
nombre de fois que b — a contient 27r ; en divisant donc 
par ce nombre, on aurait encore 7iF ( x ) comme si l’on 
avait intégré entre a et a -J- 27T. 

128. Si l’on suppose ci = 0,6 = 27 ;, la formule (4) 
donne, en divisant par 7T, 


1 r* ?r , a /‘•a^ 

(5) F (x) =r — J p fa -| — j F (a) COS m (x — a) (la . 


Si l’on fait a = — tt , b == -+- t: , on obtient 


f6) F (a) Ha F (a) cos /»/(.»- 


-a) (lu. 


On peut ainsi développer en une série qui procède suivant 
les sinus et cosinus des multiples de a', une portion d’une 
fonction quelconque F(.r) comprise entre x — o, x = 271 , 
ou x = — 7t , x — -f- t: , et qui peuvent se composer elles- 
mêmes de plusieurs parties appartenant à des fonctions de 
formes tout à fait différentes. Mais cette portion se repro- 
duit indéfiniment dans les deux sens; de sorte que, pour 
les valeurs de x en dehors de ces limites, la série n’a 
aucun rapport avec les valeurs que prendrait F(x), d’a- 
près la formede cette fonction. Si , par exemple, j>'=F(x) 
représente une parabole, la série, à mesure que a - croîtra 
positivement ou négativement, reproduira périodique- 
ment l’arc de cette parabole compris entre x = — tt , 
.r = 7T , et nullement la parabole indéfinie. 

129. On peut donner plus de généralité aux formules (5) 
et ( 6 ), en supposant que la fonction à développer est don- 
née dans un intervalle quelconque 2 / au lieu de 277. 


Or, si l’on fait x = — , et a 


T’ 


les formules en 
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question donneront 

' V 1 00 / 1t6\ ///7T 

+ J a f (t) co *T (*—*)«*» 

ou, en représentant F ^ yj par ç (z), qui sera une fonction 

arbitraire de z , connue entre oet 2 /, ou entre — /et -4-/, 
et remplaçant z par la lettre J ", qui est plus généralement 
employée, on aura les deux formules suivantes : 


(7) 


( 8 ) 


>( a)rf 
• ai 


+ ar£ f(a)cos 


■ . w (.r — al 

fia) cos in «a, 


ir (* — a) 
cos/n rfa. 


130. Si la fonction ^(.r) est telle que l’on ait 
f (—x)z= f (x). 


on obtiendra 


/* -F* I ^ ^ 

I f(a) sin/w — rfa — o, 

J-/ ' 

r -ei Jra /»/ _ 

f (a)cosw — rfa == a I f (a ros/» — f/a ; 

. - / ‘ J» ' 
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la formule ( 8 ) devient alors 

»t 

ItK ‘ ' 


(9) 


)=7 £ y (** fh 

2 v? * nJ: f 1 i \ Ka j 
-t-y^ cos m-y J y(a)cos ui — an, 

ei de même la formule ( 6 ) deviendra 
(»(*) = ;/ 

j - 4 - cosnixj' y (a) cos mxda. 


fio) 


131. Si l'on avait , au contraire , 9 (—x) = — 9 (x), 'I 
en résulterait 



la formule ( 8 ) se réduirait à celle-ci : 

(il) = Sill/Wy f T (a)sin«y rfa, 

et la formule ( 6 ) à la suivante : 


2 00 

(ta) y (je) sinwx J ?(«)si 


sin msirfa. 


132. I,a formule ( 8 ) représentant une fonction arbi- 
traire entre x — — / et x = /, il suffira de faire croître l 
indéfiniment et de passer à la limite, pour avoir 1 expres- 
sion d’une fonction quelconque depuis x = — 3 c jusqu à 
x — oc . 
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Nous allons montrer comment le signe £ se changeant 
en uu signe d'intégration , on retrouve ainsi la formule 
que nous avons démontrée d’abord , et qui renferme deux 
intégrales définies. 

Nous supposerons, pour éviter toute difficulté, que f(x) 
ne devienne jamais infini, et soit nul pour x = — oo et 
x = oo ; de sorte que la courbe représentée par y = y (x) 
finit par s'approcher indéfiniment de l’axe des x, lorsque 
x croit indéfiniment, soit positivement, soit négative- 
ment. 

Le premier terme du second membre de l’équation (8), 
i r~*~ 1 

—J ç(a)r/a, tendra vers zéro lorsque / croîtra sans 


limite, et il suffira.de considérer la seconde partie de ce 
même membre, qui peut être écrite comme il suit, en 

n 

posant - = £ : 




cos O.t (x-a)rfa-t- . . . 



cos nu (x-* )da. +•.... 


Or, si l’on fait mt—p , on peut regarder p comme une va- 
riable à laquelle on donne successivement des accroisse- 
ments égaux à e dans la fonction générale 

J f(a)cOS p(x — 3.)tlx-, 

et en multipliant , pour chaque valeur de p, celle fonction 
par l’accroissement de /;, la somme de tous ces éléments 
depuis p = o jusqu’à p infini ne sera autre chose que I ex- 
pression (i3) multipliée par ~. Si maintenant on fait croî- 
tre/ indéfiniment, s tendra vers zéro, et la somme (L!) 
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tendra vers l’intégrale 

J -.» 

dp I y (a) cos p (.r — a) f/a. 

• J — oo 

L'équation (8) conduit donc ainsi à la suivante : 

X OO /-» ® 

dp J y (a) COS p (x — a) f/a, 

ou, en prenant pour limites de p, — oo et -f- as, ce qui 
double l’intégrale, 

X OO „00 

dp I if (a) cos p (x — a) du ; 

-00 J- oc 

et ces formules ont lieu pour toutes les valeurs de x, de- 
puis — oo jusqu'à -(- oo. 

Elles ne diffèrent pas de celle que nous avons démontrée 
primitivement. 

1 33 . Dans le cas où q> ( — x) = <f (x), on a 
I ÿ(a)sin/>»f/a = o, 

J— oo 

X f(i)cos/wrf« = î I <f (a) COSpzda, . 

- oo J • 

et les formules (t 4 ) et (i 5 ) se réduisent à celle-ci: 

/■« /•* 

(l6) f(x)=- J dp cos px J y(a) cospxdst. 

Si l’on a, au contraire, ®( — ,r) = — <p(x), on trouvera 

(17) y[x) = -J dpsinpxj f(a) siny?*f/a ; 

et réciproquement, si l'on emploie les formules (16) 
ou (17), le second membre se formera par les valeurs 


Digitized by Google 



COURS 11 ANALYSE. 


1 7 4 

de <p(x) relatives à x positif; et quelles que soient les \ a- 
leurs de y( — x) d’après la nature de la fonction y, ces 
formules donneront pour x négatif, <f(x) pour la pre- 
mière, et — <f(x) pour la seconde. - 

Toutes ces formules , qui servent à représenter des fonc- 
tions entièrement arbitraires, données entre des limites 
finies ou inlinies de la variable, sont de la plus grande 
utilité dans les applications de l’analyse aux questions de 
physique ou de mécanique moléculaire. 

Si l’on avait à exprimer d’une manière analogue une 
fonction de deux variables x et y, on la considérerait d'a- 
bord comme fonction de x, y étant traité comme une 
constante, et l’on ferait usage des formules ci-dessus. La 
fonction ®(ot) contiendrait alors et pourrait , par consé- 
quent, s’exprimer par les mêmes formules, ce qui dou- 
blerait le nombre des signes d’intégration ou de somma- 
tion; et l’on agirait de la même manière pour un nombre 
quelconque de variables. 

Exemples divers. 


134 . Proposons-nous d'abord de développer en série 
trigonométrique une fonction qui est égale à une con- 
stante entre .r = o , x = l , et à la même constante chan- 
gée de signe, entre x = o, x — — l. Il suffira évidem- 
ment de prendre cette constante égale à l'unité, et l’on 
passera ensuite à toute autre valeur, par une simple mul- 
tiplication. 

.Nous supposerons donc q>(x) = 1 dans la formule (1 1), 
et nous aurons 


?.^i . >nnx C l ■ ’ ra > 2v' 

= - 7 sin I sin = - 7 - 

14* l J, / T. 4* 


— cos nvn . nx 

— — sin«/-— • 

m I 


Or, pour m pair, 1 — cos mit — o : et pour m impair, 
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i — cos mn = 2 ; d’où l’on conclut 


175 



* . J r.x 

-3 s,n3 T 



nx 

T 



ce qui est la formule demandée. La fonction indéfinie est 
périodique, et l'amplitude de la période est 2 /. 

135. Développons maintenant la fonction qui serait 
égale à x entre les limites — / et 

Comme on a alors y( — x) = — <p(x), il faut faire 
usage de la formule ( 11 ), et l’on trouvera 


W 


2 00 • nj: r* • s « 

■ = - > sin m — I janm-rfi, 

'A u. 1 


ou , en effectuant l’intégration , 


7.1 j . nx 1 . 

x— — I sin — sin 

ir ' / 7. 


nx 1 . _ nx 1 . , jr.r \ 

n3 T - 5 s ,n 4 T -f-...j- 


Mais si l’on voulait que la fonction fût égale à x, entre o 
et l, et à — x entre o et — /, on aurait <p ( — x) = ÿ(x), 
et il faudrait employer la formule ( 9 ). On aurait alors 

I f 1 , a V 1 * nx T 1 ira 

x=:-l aaa -4- y cosm — I a cos/n —-«a, 


ou, en effectuant les intégrations, 

... I il f irx 1 „ ir j: I „nx I 

(b) ar = ---(cos T + 5 - > cos3 T -+-5,cos5 T 4--coS7 7 --t- 




Ces deux formules (a), (&), représentent la même valeur x 
entre o et mais elles ont des valeurs égales et de signes 
contraires entre o et — /: elles ont d’ailleurs l’une et 
l’autre 2 / pour période. 

On voit par là que les lieux dont ces développements 
seraient les ordonnées auraient des parties de longueur 
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finie qui coïncideraient, et d’autres parties qui seraient 
différentes pour 1 un et 1 autre. 

130 . Cherchons maintenant l'expression cil série de 
l’ordonnée du trapèze isocèle AMNB, dont la base AB 
est égale à 7T , et qui est tel que depuis A jusqu’à l'abscisse 
AP = «, on ait y — x., depuis P jusqu’à Q, y = ar, et 
depuis Q jusqu'à B, j = tr — x. Supposons , de plus, que 
l’on ait <f ( — x) = — ÿ(.r) entre — rel +it, 

11 faut, dans ce cas, faire usage de la formule (12) , et 
l’on trouvera, toute réduction faite, pour expression de 
l’ordonnée j de ce contour, 


y ■=- ( sinasinx-f- sin 3* sin 3.r 4-^.sin5asin5j--t- . . . j • 


Si l’on suppose a = -* le trapèze se réduit à un triangle 
isocèle AOB, et l’équation de cette ligne brisée sera 


y = - ^ sin 3 x 4- ~ sin 5 x — ^ sin 'jx H- . . . j • 

137 . Considérons maintenant des fonctions données 
depuis x = — « jusqu'à x = 00. 

Supposons que l’on doive avoir y = <~ J , depuis x — o 
jusqu’à x = x , eiy=c J , depuis x = 0 jusqu’à .r= — 00; 
on aura alors la condition ©( — x ) ~<f(x), et il faudra 
faire usage de la formule (16). Elle donnera 


Or 


on aura donc 


2 /•* /**_ 
y = - J dp cospx j e * cospxda. 


X'" 


cos pida. = 


I -f- p ! 


__ 2 r** CQSpxdx 
} ~ ' -f-/»’ 
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F.t, en ellet, nous avons déjà eu occasion de reconnaître 
que cette expression est équivalente à e~ x quand x est po- 
sitif, et à e T quaud x est négatif. 

138 . Terminons ces exemples par le cas d’une fonction 
qui soit égale à l'unité pour toutes les valeurs de x com- 
prises entre — i et + i , et nulle pour toute autre va- 
leur de x. 

On a, dans ce cas,!j)( — x) = <p(x). et l’on aura re- 
cours à la formule (16). 

Or, la fonction étant nulle depuis x=i jusqu’à x—oc , 
l'intégration donnera zéro dans toute cette étendue, et, 
par conséquent, il suffit de la considérer entre les limites o 
et i ; ce qui donnera 

y = 

et comme On a 


on en conclura 

_ 2 /' iWpCOipX 

* P 


, z * 05 r' 

! dp COS px I COS paL dx ; 


Ç COS pxda : 


sin p 


et 1 on a ainsi une expression qui est égale à i pour toute 
valeur de x entre — i et -4- i , et égale à zéro pour toute 
valeur de x en dehors de ces limites. 11 est d’ailleurs facile 
d’en faire la vérification. En effet, on a 






€ 


\fx- 


')p 


dp. 


Or, si l’on ai> i , les deux intégrales qui entrent dans 

le second membre sont égales à -> et les deux termes se 

détruisent. Il en est de même si x < — i ; ce qui prouve 
d’abord que l’intégrale en question est nulle pour toute 
valeur de x qui est en dehors des limites — i et -f- i . 

?.* édit. ■ 1 2. 
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Si maintenant X est entre — i c-l + i , les deux termes 
s’ajoutent et donnent pour somme d où résulte r = i ; 
ce qu'il fallait vérifier. 

Intégration des équations aux différentielles partielles. 


139. Nous avons vu comment on peut déterminer une 
fonction de plusieurs variables indépendantes, lorsque 
l’on connaît ses dérivées partielles du premier ordre par 
rapport à chaque variable, tant au moyeu de ces varia- 
> blés que de la fonction cllc-mème. Nous allons supposer 
maintenant que l’on donne seulement une équation où 
entrent ses dérivées partielles d’un ordre quelconque. 

Considérons une équaliou renfermant d une manière 
quelconque les deux variables indépendantes Jty y, la fonc- 
tion s et toutes ses dérivées partielles qui ne dépassent 
pas l’ordre m ; elle pourra se mettre sous la forme 


il Fl 


riz ' 
rlx 


tl'Z 

rlx ’ 


rl m z riz 
il. r"’ r/y ’ 




En considérant z comme fonction de x, on peut le dé- 
velopper par la formule de Taylor, ou par celle de Ma- 
clauriu, que nous emploierons comme la plus simple. 

rl“'z 

Tîx” 


L’équation (i) donnera la valeur de -~-z eu fonction de 


.r, y, z et des autres dérivées, dans lesquelles il y aura tout 
au plus rn — i dillërcntiations par rapport à x. En diffé- 

ii nl Z 1 g 

rentiant la valeur de --- par rapport à x, on aura i 


ti n z 


et son expression renfermera ■— > ainsi que sa dérivée par 


rl m z 


rapport à y. Mais si l’on remet, au lieu de sa valeur 
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tirée de (1), on n’aura plus de dérivée qui dépasse l'ordre 
rn — i par rapport à x. En continuant ainsi indéfiniment, 
on aura toutes les dérivées partielles par rapport à a', de- 
puis la m iim ' jusqu'à l’infini, exprimées au moyen de.r, y,z. 

(h d"~ 'z . , . , , 

— vi y 1 et de leurs dérivées par rapport a y seu- 
lement. 

11 s’agit maintenant d'obtenir les valeurs de toutes les 
dérivées par rapport à x , quand on y fait x = o, ce qui les 
rend fonctions de y seulement. Pour cela, on observera 
qu’en faisant x = o dans une fonction de x et y, et diff’é- 
rentiant par rapport kj , on a le même résultat qu’en dif- 

férentiant d’abord, puis faisant x — o; ainsi 

’ * dxTdyl 


•"’(£) 

dans lequel on faitx = o, est identique avec — z . — — , 

* ilyl 

ce que devient quand on y fait 


en désignant par 


(//xr 


x =0. Il suit de là que toutes les dérivées de z par rapport 
à x, dans lesquelles 011 fera x= o, se déduisent de z et des 
m — 1 premières, et des dérivées que donnent ces m fonc- 
tions de j" par rapport hy. D’ailleurs, l’équation proposée 
laisse arbitraires ces m fonctions, et ne détermine que les 
suivantes. On pourra donc effectuer le développement de z 
par rapport à x , comme il suit : 


2 = Y4-Y,x + Y,- 


• +Y._, 


1 . a ... m — 1 


Y, Y,,..., Y m _, étant des fonctions entièrement arbitraires 
de y. Et l’on pourrait démontrer à posteriori, comme 
dans le cas des équations différentielles, que ce dévelop- 

(l m Z 

pement donne identiquement la même valeur pour - 
que l’équation (1). 


ta 
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140. Si au lieu de deux variables indépendantes, on en 
avait un nombre n quelconque, on pourrait toujours sup- 
poser la fonction développée par rapport aux puissances de 
x ; il n’y aurait de différence qu’en ce que Y, Y,,..., Y m _, 
désigneraient des fonctions arbitraires de toutes les varia- 
bles indépendantes, excepté x. 

141. Réciproquement, on sera assuré d’avoir l’in- 

tégrale générale d'une équation comme celle que nous 
considérons, lorsque la fonction et scs ni — i premières 
dérivées par rapport à .r, dans lesquelles on fera x = n , 
pourront être égalées à des fonctions entièrement arbi- 
traires de toutes les variables indépendantes, excepté x; 
car, puisque l’intégrale donnée satisfait à l’équation pro- 
posée, tous les termes de son développement, à partir 
du se déduisent des ni premiers, de la même ma- 

nière que dans le développement de l'intégrale générale. 
Or ces ni premiers sont identiques dans les deux déve- 
loppements; donc tous les autres le sont, et la fonction 
donnée ne dillèrc pas (le l'intégrale générale. 

142. Nous avons supposé' l’équation du ordre 

complète; mais il suffit évidemment, pour que nos raison- 
nements subsistent, qu'eu la résolvant par rapport au 
coefficient différentiel de l’ordre le plus élevé de la fonc- 
tion, pris par rapport à une variable seulement , il n’entre 
dans son expression aucune quautilé où il se trouve un 
nombre aussi grand de différentiations par rapport à la 
même variable. Dans le cas particulier où cette circon- 
stance ne se présenterait relativement à aucune des va- 
riables, le développement ne pourrait plus se faire de la 
même manière, et nous nous écarterions de l’objet de ec 
cours en nous en occupant d'une manière générale. 

143. Si les coefficients différentiels les plus élevés par 
rapport à x et y ne sont pas du même ordre, le dévelop- 
pement ne renfermera pas le même nombre de fonctions 
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arbitraires, si oti l’ordonne successivement par rapport 
à des variables différentes; mais ces fonctions ne ren- 
ferment pas les mêmes variables, et tous ces développe- 
ments sont au fond identiques, puisqu’ils représentent 
tous la fonction la plus générale qui satisfasse à la même 
équation. 

144. Lorsqu'il n’entre que des dérivées prises par rap- 
port «à une des variables, on regardera toutes les autres 
comme des constantes , et l’on aura à intégrer une équa- 
tion différentielle à deux variables. Les constantes intro- 
duites par cette intégration seront considérées comme des 
fonctions arbitraires des variables que l’on avait regar- 
dées comme constantes. 

Soit, par exemple , 

d m Z 

on aura 

i = Y -f- Y,x -{-•••-+- Y.~i ■r" - ' -f- v (a', y ), 

étant la fonction que l’on obtiendra en intégrant /« 
fois F(x, r) par rapport à .r, et Y,..., Y„_, étant des fonc- 
tions arbitraires 

145. Considérons maintenant l’équation 

f Im+H - 

qui rentre dans le cas où nous avons dit qu’on ne pouvait 
effectuer le développement par rapport aux puissances de 
l’une des variables. 

c- p (l " z 

.Si I on pose = ii , on aura 

d"« c/ 

S= = V{x ' y] ' 


/•f/l 

= j y}tUc* 


cl" z 
tir " * 
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Intégrant maintenant n fois par rapport à y, et observant 
qu’à chaque intégration totale il faut ajouter une seule 
fonction arbitraire de .r, et que les intégrales de Y,..., Y„_, 
seront de nouvelles fonctions arbitraires de j', on aura 



m djc" F(x, y) -+- Y' 4- Y"x 4- ... 4- YW x 


4- X 4- X,/ 4- ... 4- X„_,/“ 


On voit que ce développement renferme des fonctions ar- 
bitraires de chacune des variables séparément. 

I KJ. Appliquons la formule de .Maelaurin à l’intégra- 
tion de l’équation très-simple 


(h dz 

dx dy 

On en tire, en ditïércntiant par rapport à .r, 

d — 

d 2 z d 2 z ' dx j d 2 z 

dx 1 dx dy dy dy- 

d*t tl 2 z 


d m z 

dx * dy* ' 

donc 

dz, d 2 z, a 2 x 2 d*z, n*x * 

z — z s 4- ~f~ ax 4- -y— r . .4- ■ _ 4-.... 

dy dy 2 i .2 dy* 

Or le second membre représente le développement de 
la fonction de j' représentée par z a , et dans laquelle on 
change y en y 4- ax. Comme d’ailleurs z„ est une fonc- 
tion arbitraire F (y), on aura, pour l’intégrale cherchée, 

z z= F( y 4- nx). 

On trouve ainsi une fonction arbitraire renfermant 
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deux variables, mais d’une manière déterminée; ce n'est 
donc pas une fonction arbitraire par rapport aux deux 
variables. 

Equations linéaires aux différentielles partielles. 

1-47. Lorsque l’équation linéaire ne renferme pas de 
terme indépendant de z et de ses dérivées, il est facile de 
voir que la somme d’un nombre quelconque d'intégrales 
particulières satisfait encore à la même équation. 

Lorsque, de plus, les coefficients sont constants, on y 
satisfait par des expressions analogues à celles que l'on a 
trouvées dans les équations différentielles. 

Si l’on considère, par exemple, une équation de l'ordre 
m, renfermant la fonction z et ses dérivées par rapport à x 
et y, multipliées par des constantes, on pourra poser 
z = Ce eat ' i ~ ej \ l’exponentielle disparaîtra , ainsi que C, 
parla substitution daus l’équation donnée, et il restera 
une équation du m ,nnr degré entre a et S. Elle pourra don- 
ner ni valeurs de 6 en fonction de ot; si l'on en désigne 
une par ç(a), on aura une solution de l’équation, en po- 
sant 

i = ïC* M+/f b). 

Les quantités a et C peuvent changer d’une manière quel- 
conque en passant d’un terme à l’autre de cette somme, et 
le nombre des termes est entièrement arbitraire; s’il est 
infini , et que C soit iini , on a une série ; mais si C est infi- 
niment petit, et de la forme F(ar)i/a, F désignant une 
fonction arbitraire, on a une intégrale prise par rapport à 
a. La valeur de z est alors z— i /F(a)c aJ , et ren- 

fermera une fonction arbitraire. 

148. I .orsque les valeurs de 6 sont toutes linéaires par 
rapport à or, c’est-à-dire quand on a 6 = « a />, il est 
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facile d’exprimer, sous forme finie, 1 intégrale générale 
de l’équation. 

En effet, une des valeurs de o donnera la série 
z = ZO ^ e a ) — e ijr lCr « (*-*-*0. 

Or, Cet a étant arbitraires, SCu* représente une fonc- 
tion quelconque de u; donc SCe* représente une 
fonction arbitraire de e' + "’, et par suite dex-f-qv. Si 
on la désigne par F(x + «y), et qu on raisonne sembla- 
blement pour les m valeurs de o, ou aura , en ajoutant ces 
m solutions, 

t—e- F(.r-f-n/)+f 6 i ’ K, (x-t-n, F„_,(x-4-n„_,_r). 

Cette expression renferme m fonctions arbitraires telles , 
que si l’on développait par rapport aux puissances de x, 
les m premiers coefficients pourraient généralement être 
égalés à des fonctions arbitraires de y. Elle représente 
donc l'intégrale générale. 

1 ill. Appliquons cette méthode à l’équation 

H 1 z d'z 

7/P — flî ip ~ °» 

qui détermine les mouvements vibratoires , soit des cordes 
élastiques, soit de l'air dans les tuyaux cylindriques. 

On posera s = Ce* 1 " 1 "’^, et l’on aura 

a’ — «’S 1 = o, d’où a=zhnô; 

par suite, 

2= ZO s ( r+ '“>, et s = lC,e e ^-" x J. 

L’intégrale générale est donc 

z =r F [y -+- ax) F, [y — ax). 

Les fonctions F, F, se détermineront facilement si l’on 
dz 

connaît z , -- pour x = o. 
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Soient, eu ellèl, 

^.=/W, (£). = ?(/); 

les fonctions F et F, devront satisfaire aux deux condi- 
tions 

F(-r) + F. (r) = fir), F'( r ) - F, (y) = I T ( r ). 


Intégrons les deux membres de la dernière, et représen- 
tons /* pOM> ' l )ar 'f' C f) » nous obtiendrons 

FW-F I (|) = ^W + C, 

C désignant une constante arbitraire. On tire de ces équa- 
tions 


2F(r)=/(r) + ^(r)-t-c, 

2F,(/) =/(/) - — C; 


la valeur générale de s , satisfaisant à toutes les condi- 
tions , sera donc 

Ar+ax)+f{y— ax ) , 1/(y'+ax)—t/(y — ax) 

Z f— * 

2 2 a 

Intégration des équations différentielles partielles 
linéaires, par le moyen des intégrales définies. 

150. Nous avons dit tout à l’heure comment, en par- 
tant d’intégrales particulières, on pouvait en obtenir de 
plus générales, renfermant des fonctions arbitraires, et 
exprimées par des intégrales prises par rapport à des 
variables différentes de celles qui entrent dans l’équation 
proposée. la’ choix que l’on doit faire pour la forme. des 


* 
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intégrales particulières doit être tel, cjue les fonctions 
arbitraires que l’on aura introduites puissent se détermi- 
ner facilement au moyen des données ; et ces données sont 
ordinairement les valeurs que reçoivent la variable prin- 
cipale et quelques-unes de ses dérivées par rapport à une 
des variables indépendantes , lorsque 1 on donne à cette 
dernière une valeur particulière. Considérons, comme 
premier exemple , l’équation 


(>) 


tlz z 

dx = "’îTr 7 ’ 


qui détermine le mouvement de la chaleur dans une barre 
prismatique , dont la surface latérale est imperméable. 

La question sera entièrement déterminée, d’après ce 
que nous avons vu, si l’on connaît la valeur de z relative 
à x = o. Soit donc donné 


(2} z = ¥{x) pour x = o; 

on satisfera à l’équation (1) eu prenant 


z =r e"' cos ut)-, 

pourvu que n = — «’m*. O11 peut même, au lieu dej", 
mettre j - — a, puis multiplier par une constante arbi- 
traire A , ce qui donnera la valeur particulière 

z = A x —*’«** cos m ( y — a). 

Faisons croître les constantes arbitraires ni et a par degrés 
infiniment petits. dm, du, et supposons que A soit de la 
forme 

f[ a) tlxrini , 

/ désignant une fonction arbitraire; la somme d’un nom- 
bre quelconque de ces solutions infiniment peti les sera 
encore une solution. On aura donc une valeur plus géné- 


% 
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raie de z eu prenant 


s 



COS/«(jc — a) dlllila , 


les limites des deux intégrales étant arbitraires. 
Or cette valeur de z se réduit, pour x = o, à 



cos/m( y — a) dm (la. 


Donc, si l’on prend — ce et 4- 00 pour limites de ces inté- 
grales, on trouvera pour résultat 2 nf(y)i ce qui déter- 
mine/’( y), puisque , d’après la condition donnée, on de- 
vra avoir 

2"A.r) = f(r)- 


La valeur de z , qui satisfait à l’équation (1) et à la condi- 
tion (2), sera donc 




cos/n {y — a) dmda , 


et toute valeur de z qui satisferait à ces deux équations 
serait identique avec celle-ci, sous quelque forme qu’elle 
se présentât. 11 ne reste plus qu’à chercher si l’expres- 
sion peut être simplifiée. 

Or on a la formule 


- r 

X \TZ || * 

e cos 2 pudu — — e ; 

- ce " 

d’où il suit 

/•« 

I e~“ ,m '' x cos m{y — a) dm — — - c 

J- 00 «V* 

et, par suite, 

00 / ->- g V 

5 _ f <• \ '“'J* ' 1 (a), la , 

7M v'~ \xj— ce 


_ ^ K t\ 


(r -*) 1 


* 
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expression qui ne renferme plus qu une intégrale définie 
simple. 

On peut lui donner une forme plus commode en po- 
sant 


et 


{- — ^=6’, d’où a = / zt 2 a 6 , 
\a ayx) 


dx _iz ix \ xd%. 


Si l’on prend les signes supérieurs , les limites de 6 seront 
les mêmes cjue celles de a , et l’on aura 

i r® ,, 

(3) j = -— f r f(j - 4- 2 <i§ \Jx)dZ. 

Si l’on prenait les signes inférieurs, les limites seraient 
renversées, et, en les remettant dans le même ordre, on 
trouverait pour valeur de z, 

/>» 

— I e~ c ' F — 2«S \Jx)cK, 

\nj— 00 

qui ne diflêre pas de la précédente, vu que £ passe par 
toutes les valeurs positives et négatives, et que e ~ 6 ne 
change pas quand o change de signe. 

La solution générale de la question est donc donnée par 
l’équation (4). 

151. Soit maintenant 


(0 


dz 

dx 


< ( Ll 

dy 1 


-I- bz, 


z étant assujetti à la condition 

( 2 ) a = F(i') pour x=o. 

Si l’on pose z — e'"u, l’équation ( 1 ) donne 


du d 1 h 

dx dy ’ 
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et la condition (a) conduit à la suivante : 

« = F (.)■) pour x “ o. 

La détermination de u se ramène donc au cas précédent, 
et ~ s’ensuivra. 

L'i2. Intégrons maintenant l’équation 


(*) 


£r 

do 


a ’ 


<Oy 
dx 1 


que nous avons déjà traitée par une autre méthode, et 
qui se rapporte au problème des cordes vibrantes. Ajou- 
tons-y les deux conditions suivantes, pour déterminer 
les fonctions arbitraires 


(a) 

(3). 


y = F(*) 


<h 

dt 


= /(*) 


pour / o. 


On satisfera à l’équation (i) en prenant 

y — A cos nmt cos m[x — a), 

A , m, a étant des constantes arbitraires, On aura une so- 
lution plus générale, en supposant A = tp (et) rfmdat , et 
intégrant par rapport à a et m entre — oo et oo , s(a) 
désignant une fonction arbitraire. On aura ainsi 




a) COS fi mt cos m [x — a) dm da. 


Cette expression se réduit à ir.Cf(x) pour / = o. Donc, si 


l’on prend ?(a ) 


27 ! 


, on trouvera F (x) pour t — o; 


d'où l’on voit que l’expressiou 
. /•* /•* 

(4) y— — I / F (a) cos nmt cos m[x — a )rhiidx 

?7r J — a «/ — ce 
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satisfait aux équations (1) cl (a); mais elle donne 


ily_ 

At 


= O 


pour t = o, et , par conséquent, ne satisfait pas à la condi - 
tion ( 3 ). Il reste donc à trouver une valeur dc^' qui satis- 
fasse aux équations (1), ( 3 ) et devienne nulle pour t = o ; 
en l’ajoutant à celle que donne l’équation ( 3 ), ou aura une 
valeur de y qui satisfera à toutes les conditions. 

On remarquera d’abord que si une fonction y satisfait à 


l’équation (1), les fonctions -^>ctc., y satisferont éga- 


lement, ainsi qu e j'ydt, lorsque ~ est nul pour t = o. 


Si donc on intègre par rapport à t l’expression ( 4 ) et 
qu’on y remplace la fonction F (a) par y (a), on aura une 
solution do l’équation (1) qui , diiférenliée par rapport à t, 
se réduira à f(x) pour t = o, et qui, de plus , deviendra 
nulle pour t = o. O11 obtient ainsi l’expression 


/ ,, sin amt . 

I J Ut' cosmtx — a ! amdtt 

- oc J — 00 m 


qu on peut d’ailleurs vérifier facilement. La valeur de y 
qui satisfait aux équations (1), (a), ( 3 ), et qui est la seule 
qui puisse y satisfaire, est donc 


( 5 ) 


— ttj' J' F ( u ) C °S an ’t cos m (x — a) dnutx 

1 C™ ,, ,sin«/»/ , 

+ J J cos m(x— a) dmiia. 


Cherchons maintenant si ces intégrales doubles sont ré- 
ductibles, et considérons d’abord la première. 

O11 peut remplacer cos amt cos m (x — a) par 

cos m (x at — a) cos m(x — at — o) 



9 
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«•t la partie (pie nous considérons du second membre de 
l’équation (5) deviendra 

71 f ! F(4t)[cos/n(x-+-of— a)4-cosw(x— at — a)]dmtfx t 

* 1 */ — OC 1 / — ce 


ou 


F(x-t- at) 4 - F(x — at) 

2 . 

Passons à la seconde partie, et reniplaçons-y 
i\n anit cas/«(x — a) 

par 

si n<7i(x4-ef — g) — sin;;t(x — at — a) 

2 1 

elle deviendra alors 

(6) 7~~ r f “/(«) I sjn^^)_s ^x-,r -a) | fa| /g 

Or 011 sait que, quelque valeur qu’ait p, l'intégrale 

^CC . 

/ sin pm 
I dm 

I f* m 

V CC 

est égale à 7r lorsque /> est positif, à — Tt lorsque /> est né- 
galif. 

Donc l’expression (6) sera nulle toutes les fois que 
■T + at — « et a: — at — a. seront de même signe; et par 
conséquent, il suffit de considérer les valeurs de a qui 
donnent à ces deux quantités des signes différents. Ces va- 
leurs seront déterminées par les inégalités 

x 4 - at — «^> 0 , x — at — a<^o, 

si t est positif; et par 

x 4- at — a o , x — at — a > o , 
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si t est négatif. Les premières donnent 

x — al, a <[x -f- at-, 
les dernières donnent 


a^>x + al, a x — at. 

Il suffira donc que l’intégration par rapport à a soit faite 
entre les limites x — at, x -+- at. 

Si t > o , x at — « sera positif, et l’on aura 

X 1-0 sin m (x + at — a) , 

J dm = - ; 

a> m 

l’ expression (6) sc réduira alors à 


( 7 ) 




Si < < o , a: + «* — x sera négatif; on aura 
sin m (x -h a t — a) 


L 


dm 


cl l'expression (6) deviendra 


— i 
2a 


f 




ce qui coïncide avec (7), qu’il suffit alors de considérer. 

Désignons ff(x)tix par t|<(x), l’expression (7) de- 
viendra 

i}i (x -t- at) — ^ (x — at) 
la 

et la formule ( 5 ) se réduit à la suivante : 

F(x -H at) 4 - F ( x — at) ^x -Hat) — ^(x — at) 

J ~~ 2 7.a 


Elle coïncide alors avec celle que nous avions trouvée 
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précédemment par un procédé plus simple. Mais nous 
avons cru qu’il pouvait être bon de l’obtenir par cette 
nouvelle voie, non-seulement pour faire une application 
de la méthode des intégrales définies, mais parce que la 
réduction que nous avons faite des intégrales doubles 
offre des particularités qu’on rencontre dans d'autres cir- 
constances moins simples, où elles .pourraient arrêter 
ceux qui 11e seraient pas encore habitués à ce genre d’a- 
nalyse. 

153 . Soit encore l’équation 


(') 


d’y d'y 

lit 1 lie' 


qui exprime le mouvement vibratoire d'une lame élas- 
tique. 

Ajoutons-y les deux conditions 

(2) y = F(x) j 

dy pour/ = o, 

(3) tTt = /W j 

la question sera entièrement déterminée, et 11e pourra 
avoir qu’une seule solution. 

On essayera d’abord de satisfaire à l'équation (1) pat- 
une valeur simple de la forme 

y = cos/wt cosn(x — x), 

et l’on trouvera qu’il suffit pour cela que l’on ait 

m = n’i 

011 aura ainsi la valeur particulière 

j- — A cos n ’t coin (.r — a), 

A, n, a étant des constantes arbitraires. 

Supposant encore A = ç>(a) r/ar/n , et intégrant par 
rapport à n et a , entre — sa et , ou aura une solu- 
2' édit 1 3 
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tion plus générale de l’équation (i), exprimée par la for- 
mule 

X OG oc 

| f (a) cos n 't cosn(x — a) dndx. 

■ CB J 0C 


Si l’on v fait t— o, elle se réduit à 27Tÿ(x)j et, par con- 
séquent, on satisferait à la condition ( 2 ) en prenant 

,m = F »' 

Ainsi l’expression 

■ r® r® 

(4) y = — | 1 F (a) cos»Vcos/»(x — a)(lnil'x 

211 J— as J— as 


• • f/v 

satisfait aux équations ( 1 ), ( 2 ), et donne yj—° pour ( = 0 . 

Il suffit donc de trouver une nouvelle valeur de (y) qui 
satisfasse aux équations ( 1 ), (3), et se réduise à zéro pour 
t = o; en l’ajoutant à celle que donne l’équation (4), on 
aura la solution cherchée. Or, si l’on intègre par rapport 
à t , entre les limites o et t, une valeur dey satisfaisant à 
• fi Y 

l’équation («), et telle que = o , pour l — o, le résultat 

y satisfera encore. Si donc on intègre l’expression (4) par 
rapporta I . , en remplaçant F par y, ou aura une solution 
de l’équation ( 1 ), qui, dill'érentiéc par rapport à t, de- 
viendra /"(.r) pour t — o, et satisfera , par conséquent, à 
la condition (3). De plus, cette valeur de y deviendra 
nulle pour / = o, puisque l'intégrale est prise à partir de 
t = o; donc, en l’ajoutant à celle que donne l’équation (4), 
on aura la solution de la question proposée : on obtient 
ainsi 


(5J 


II” — / / F (a' cos 11 't cos«:'.r — a)rf«rfot 

V 2 * J- s» J- as ' 

! -H J' /(*) — i'OS«(.r — a) titilla. . 
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La première partie de cette solution peut être mise sous 
une forme plus simple en effectuant l'intégration par rap- 
port à n. 

Kn effet, nous avons fait connaître la formule 


/_ 


ce 

cos z 1 cos vfizdz 

CO 



sin6*); 


J- - IIS 

{Misant z — n\t , 0 = — — 1 on conclura de f équation 

7\t 

précédente 

/.» 

J cos n U cos // (x — a) dn 

OC 


La première partie de la valeur de y , qui donne la solution 
complète de la question , toutes les fois que l’on doit avoir 
rfy 

— = o pour t “ o , prend ainsi la forme suivante : 


:-7= / F(«) [eus îV+sin ( — Y' L, 

l \2yf J / J 


ou, en posant — ~ — c , d’où tla = j.i/S J 1 , 

2 

/I 

y = -==z I (cosS 1 siiiÇ') F(x-f- 26 \/t) 

V?. 7 r J— a 

154. Nous allons encore faire connaitre l'intégrale 
d'une équation qui se présente souvent dans les pro- 
blèmes de physique mathématique. Mais il est nécessaire, 
auparavant, de résoudre une question auxiliaire qui con- 
siste à ramener à une intégrale simple l'expression 

X rt /»■« t 

I F (/cos 6 4 - m si nO cos 4/ -f- n sin 0 siu 4 } sin 4 f/0 f/|i, 

1 3. 
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1*’ désignant une fonction entièrement arbitraire ; /, ///, it 
des quantité quelconques indépendantes de 0 et < p-, ces 
limites o, ir se rapportant à l’angle 0; et o, an à 1 angle !p. 
De sorte que ces deux angles, considérés comme coor- 
données polaires relatives à des axes rectangulaires, dé- 
termineraient successivement toutes les directions autour 
de l’origine. Gela posé, soient 

I = A co s6', « = Isint'cosf, » == / sin6'sin \j/, 

d’où 

A = y /’ -+- «/’ -t- » ' ; 

l’intégrale deviendra 

F ( A eus />) sin 0 r/0 



fi désignant l’anglé formé par les deux directions déter- 
minées par les angles 0, et 0’, <Ji\ Or sin QdQcfy est l’élé- 
ment de la surface sphérique décrite de l’origine comme 
centre avec l’unité pour rayon; et, d’après les limites des 
intégrales, on doit considérer successivement tous les 
éléments qui composent cette surface et les multiplier par 
la fonction F(Acosp)qui dépend de l’angle que forment 
les rayons vecteurs relatifs à ces divers éléments, avec la 
direction fixe correspondante aux angles 0', -i' déterminés 
par les équations 

cos 9' = ■ - ; 

y/’ -t- m ■ -+- ii- 

sin 6' cos = - ■ ■ , 

y ^/ 2 -t- ni 1 « 

sin 9 sin |i = — - 

\’r + w 2 n 2 

Il est donc bien évident que l'intégrale proposée ne dé- 
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pond pas do la direction particulière des axes; et, pour 
simplifier le calcul, nous choisirons pour axe des x la di- 
rection fixe dont il vient d’ètre question. \ous aurons 
alors f> —0 , et l’expression (A) devient 

/•T r»x 71 

1 I F(A cos 8) sin9r/9rAj>. 

F.n intégrant par rapport à i|/, on obtient 
«rjTFd cos 9) sin 9 if), 
expression «pii devient, en faisant cos 5 = p, 

p+i 

air | K ou air / F (fi yV* -t- //»’ -t- « 7 ) rfp , 

de sorte que l’on a, quelle que soit la fonction F, 


\c) 


rr 

• « j • 


F(rosO -4- m sm 0 cosÿ -+- // sin 9sitt })sin 9r/9 rè|> 




F ja v / J J r/u . 


Telle e.st la transformation que lions nous proposions de 
faire subir à l’expression («). 

Ififi. Proposons-nous maintenant d'intégrer l’équation 


(«1 


il ’ « j il 'il U 'U H ‘U \ 

7ÎF = a, [^ + ^ + -S»7* 


rf’ii d : « rf ’« \ 


JN’oits aurons une intégrale particulière en posant 

„ _ P «» Sj- -t z’ + »* t 

a, 6, y, 5 étant liés par l'équation 

x — ± « v f< ‘ H- v+’ • 
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Si l’on retranche les deux valeurs de -u, correspondantes 
au double signe de a, et qu’on multiplie par un coelfi- 
cient arbitraire, on aura encore une solution , qui pourra 
se mettre sous la forme suivante : 


v.t — al 


u = M tc Zx ^ } - lri,e - = 

y.t 


•r* 




Si maintenant nous transformons l'intégrale I c'* , “r/fA 

au moyen de la formule (c) du numéro précédent , cette 
valeur de n prendra la forme suivante, M étant une con- 
stante arbitraire : 


« — 


-n: 


, <i cos Q-+-fr y t r.in 0 co§ 4-4-aoiMii flsin i • 


*sin ùetofty. 


-rr 


m Ir z ,:, ' s ») ->« Oc» ii) t , o' sin » sin i) sjn 


Si l’on fait la somme d’une infinité d'expressions sem- 
blables dans lesquelles les constantes o, y. 0, M pourront 
prendre toutes les valeurs que l’on voudra , on aura en- 
core une solution de l’équation (t). Mais la somme 

v M c*( x+ *" c0 ‘ *• r. ■/ tin 9 •' ;*+■« si" 9 »in iO s j n 0 M d-\ 

peut, en choisissant convenablement les indéterminées 
M, ë, y, S , coïncider avec telle fonction qu’on voudra de 
.r al cos0, > -(-nf sindcostj», z -h at sin5sin'|. On aura 
donc une solution de 1 équation (t) en prenant 

(•»>«=-— I f F(.tf-f-<i/cos0, )-4-fl/sin0oosj/. z-+-fl/sin8simji), 

4 J* 

1' désignant une fonction arbitraire de trois variables, 
et le coefficient ' étant introduit afin que, pour ! — o, 
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on nome 


du 

dt 


F ( x -> r, *). 


I. expression ( 2 ) donne doue une solution de 1 équation 
proposée, telle que pour t — o elle se réduit à o, taudis 
que sa dérivée par rapport à t devient une fonction arbi- 
traire de a'., j, z. 

Si donc nous pouvions trouver une autre solution de 
l'équation ( 1 ) telle, que pour t — o elle devint égale à une 
fonction arbitraire de X,y, z , tandis que sa dérivée par 
rapport à t se réduirait à zéro, la somme de ces deux 
solutions formerait l’intégrale générale de l’équation pro- 
posée. Or, toute expression satisfaisant à l’équation ( 1 ) 
est telle, que sa dérivée par rapport à t v satisfait de 
même; prenant donc une expression semblable au second 
membre de l’équation ( 2 ), et substituant à la fonction F’ 
une autre fonction arbitraire J\ puis dillércnliant le ré- 
sultat par rapport à t , nous aurons cette nouvelle inté- 
grale de l’équation ( 1 ) 


Or il est facile de vérifier que celte expression devient 
f(x, y, z ) quand on fait t = o; tandis que sa dérivée par 
rapport à t devient nulle. 

L'intégrale générale de 1 équation ( 1 ) est donc 


f 


/sin ddBityf cos8, y-\-at sinôcos-f, : -HofsinOsinj.). 



( 3 ) 


I I fsinfl</Ô<71/F{.r-t-afcos0, j -t-uf sinScoji)/, z-t-a/sinSsinifê 

4* J. J» 

1 d r * r'* 

| / fsin8r/0fAj{/(.r4-rttcos9 ) r-f fit sin9cosi}i, î-t-«/sin9sim|<), 

4*'* J» J» 


et , pour 


= o, on trouve 


K 

du 

dt 


/(• r, 

•= F(.r, 


y, *), 
y, -)■ 
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L'intégrale est donc luise sous la forme la plus commode , 
puisque les fonctions arbitraires qu’elle renferme sont 
précisément celles que l'on donne dans toutes les appli- 
cations aux questions de mouvement. Ce sont celles qui 
déterminent l’état iuitial du système, c’est-à-dire celui 
qui correspond au temps t égal à zéro. C’est à Poisson 
qu’on doit la formule (3), qui est d’une très-grande utilité 
dans la physique mathématique. 

lof». J. intégrale que nous venons de trouver conduit à 
celle de l'équation plus générale 


(4) 


<1 ’U (t ’lt , d’U - il ’ll 

— a' h b * 1- c* 

ilt ’ dx 1 tly ’ ili ’ 


F.n effet, si l’on pose 


on obtient 


= nx’, y = b) \ z =z rz'. 


il -u il ’u il’ u i/’u 

ilt’ ilx" tir " ilz '* 


1, 'intégrale générale de cette équation sera donnée parla 
formule (3); et si l’on remplace ensuite x , y\ z' par 

r -, Z i on trouvera facilement 
abc 


& 


1 a— f J' tsmOiliily K( ,c-t-a/ros4,j'+6f sinQcos-ji, i-t-r/sinOsin-i 

+ £s/ f. 


t ûi\ , )ilhilli /(x-hutcnsO, y -t- f>/sin6rosi|/, i-H'/sinûsinJi); 
pour / = o, on aura 

il z= f(x, y, »), 

du , 

Tt = F( - r ’ •>’ z) - 

L.a formule (:*) donne donc 1 intégrale générale de l’équa- 
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lion (4), cl les (onctions arbitraires qui v entrent sont 
données, comme dans le cas précédent, par l'état initial 
du système. 


Elimination des Jonctions arbitraires. 


157. Si une équation à trois variables X, j - , z renferme 
un nombre quelconque m de fonctions arbitraires de x 
seulement , il surtira de la différentiel - m fois par rapport à 
y, en considérant x comme constant ; on aura ainsi m-\- i 
équations dans lesquelles entreront les ni fonctions à éli- 
miner, sans qu'il se soit introduit aucune quantité qui en 
dépende; on pourra donc éliminer toutes ces fonctions, 
et l’on aura une équation aux différentielles partielles du 
ni“ mr ordre. 

158. Mais si les fonctions arbitraires renferment x, y 
et z, il ne surtira plus de différentiel - par rapport à une 
seule variable ; et pour que l’élimination puisse se faire, 
il faut de plus que I on n’ait que des fonctions arbitraires 
de fonctions déterminées de x,y, z. 

Supposons, par exemple, l’équation 

(■) F [x, f, z,/(f)] = o, 

ij) étant une fonction connue de x,j , z , et J désignant une 
fonction arbitraire. 

En dirtérenliani l'équation par rapport à x et y succes- 

. , . dz ds 

sivcment, on obtient, en posant =p, — = 17, 

dF d F d F df 1 i/f rla \ 

dJ + ~d~z P + df d* ( jLr + dl P ) = °’ 

flY (tv fi F rif / rif fi y t 

~<iP + ~dz ''^lîf'd^ \Tr + dz' 1 ) ="• 


( >11 a ainsi 


trois équations renfermant / et 


df 

f/y 


Kn 


les éll- 
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minant , on aura une équation aux différentielles partielles 
ilu premier ordre. 

Si l'équation (i) avait été résolue par rapport à J , on 
n'aurait eti à éliminer que ~ entre les deux équations dé- 
rivées. 

159. Si l'équation donnée renfermait deux fouclions 
arbitraires J (<p),./i(<fi) de fonctions données ÿ, les deux 

différentiations du premier ordre introduiraient t-.-i 

1 dff dtf , 

et les trois équations ne suffiraient pas pour l'élimination 
de ces deux fonctions , jointes à J'clJ] ■ 

On diflerentiera alors les équations du premier ordre 
par rapport à x et y successivement, et l'on aura trois 
nouvelles équations , et deux fonctions nouvelles à élimi- 
. tl ! f rl 2 f, , . , 

ner, savoir ■> • Un a donc six équations et six quan- 

tités à éliminer; ce qui ne peut encore se faire. 

En differentiant les équations du second ordre, on in- 
troduira 7 ^, et l'on obtiendra quatre nouvelles 

< 70 , - 1 * 

équations. Entre trois de ces dernières et les six précé- 
dentes on éliminera les deux fonctions f. J\ et leurs déri- 
vées jusqu’au troisième ordre; on aura ainsi une équation 
aux différentielles partielles du troisième ordre, dans la- 
quelle il ne restera aucune trace des fonctions y et J\, et 
qui exprimera un caractère commun à toutes les équa- 
tions qui ne différeraient de la proposée que par la nature 
de ces fonctions. 


1 00. En général , si une équation à trois variables ren- 
ferme n fonctions arbitraires de fonctions déterminées de 
r. v, z, en la diff’érentiant successivement par rapport 
à .»■ et y jusqu’à l’ordre m inclusivement, on obtiendra un 

. [m 4- i )("/// -4- .... . 

nom lire <1 équations, et (/;/-)- i) // lotie 
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lions à éliminer. Pour que cela puisse se faire, il faudra, 
en générai , que l’on ait 

m -+- 2 

— - — y> n ou /» > 2 » — 2. 

L'ordre de l’équation aux dill'ércntielles partielles sera 
doue 2 ii — t. 

On agirait d’une manière analogue si le nombre des 
variables était supérieur à trois. 

1(51. Si les fonctions te., n’avaient pas ren- 

fermé x, y, z , d’une manière déterminée par les fonctions 
connues », <p, , etc , on n’aurait pu les éliminer. 

Si , par exemple , une équation à trois variables renfer- 
mait une fonction y entièrement arbitraire de x cty, on 
introduirait, pour chaque ordre de différentiation, autant 
de fonctions à éliminer que d’équations : b élimination 
serait donc impossible. 

Mais si l’équation proposée renfermait quatre variables 
.r, y, z , u, en la diil’ércntiant par rapporta z seulement, 
on n’introduirait aucune nouvelle fonction ; et par consé- 
quent on pourrait éliminer autant de fondions arbitraires 
de x et y, que l’on voudrait; de même qu’en partant d’une 
équation en x, y, z, nous avons vu qu’on pouvait élimi- 
ner des fonctions arbitraires de .r. 

Intégration générale de l'équation ou les différentielles 
partielles n'entrent qu’au premier degré et au pre- 
mier ordre. 

1(52. Proposons-nous de trouver l'intégrale générale 
d'une équation entre des variables indépendantes en nom- 
bre quelconque, une fonction de ces variables et ses dé- 
rivées partielles, qui y entrent linéairement. Considérons, 
par exemple, une fonction «des trois variables indépen- 
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I. équation donnée sera de la forme 


(0 


du _ du 

*T*^T X 


du 

dz 


-S, 


P, (J , R , S étant des fonctions quelconques de x, J , «. 

Si cette équation a une solution, comme nous le sa- 
vons d’ailleurs, elle peut se mettre sous la forme 
(x,y, 3, n) = o, et I on peut introduire la fonction© au 
lieu de n, ce qui donnera à l’équation une forme symé- 
trique qui nous sera très-avantageuse. On aura, en effet , 


du 

dx 


dx 

dy 

du 


du ' 
dr 


dy 

dy 

dy 

dû 


et I équation proposée devient 

rfç _ dy „ dy 


du 

dz 


(2 


(Lt dy dz 


dy 

du 


dz 

dy 

dû 


Ainsi (f — o représentant une solution de la question, la 
fonction f des quatre variables x, >, s, u, considérées 
comme indépendantes, doit satisfaire à cette équation; et 
réciproquement , toute fonction qui y satisfera donnera, 
en l’égalant à zéro, une fonction u de .r, y, z qui satis- 
fera à la proposée. j\ous pouvons donc nous borner à cher- 
cher la fonction la plus générale de x , y, z, u qui satis- 
fasse a I équation ( 2 ); et c'est ce que nous ferons au 
moyen d’une remarque importante que nous avons faite 
sur les intégrales des équations différentielles simultanées. 
Anus avons démontré, en ellèt , que si l’on représente par 
■f(x, j', z, u) = C une quelconque des trois intégrales 
des équations simultanées 


dy 

dx 


— A, 



du 

dx 


C, 
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on aura , quels que soient ,r, y , z , u . 

ÿ + A^ + B^ + c'# = o; 

«j: av r/z /7« 


donc la fonction p serait une solution de l'équation (a) si 
l'on prenait 


A 




C = 


S 

p’ 


c’est-à-dire si p était une des intégrales, résolues par rap- 
port aux constantes , du système 

tir Q riz II fin S 

rlx P djc P rljt P 


qu'on peut écrire sous la forme abrégée 


<3ï 


tlx tir dz du 
F = Q = R ~ “S" 


O 11 peut même remarquer qu’une fonction arbitraire F (p) 
de la fonction p satisferait encore à l'équation (a), puisque 

fi f 

sa substitution ne ferait qu’introduire de plus le facteur — • 

Si donc ou représente les intégrales des équations (3) 
par 

P(x,yr, z, u) — Ç,, p,(x, y, z, «) = C, , |,(x, y, z, u) = C, , 


on aura des solutions de l'équation (a) en prenant une 
fonction arbitraire, soit de p , soit de ifi, ou p t . Mais il est 
facile de voir qu’il en serait encore de même si l’on pre- 
nait une fonction arbitraire des trois, F (p. p,, p,). 

Car la substitution d’une pareille fonction au lieu de 
dans l’équation (a) donnerait la somme des résultats que 
fourniraient séparément p, p, , p t , pourvu qu’on multi- 


pliât le premier par le second par — > et le troisième 




ü 
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par On aura donc une solution de l'équation (a) ou 

de la proposée en posant F(p, tpi s pi) = °i ou i ce qui est 
la même chose, 

4) ’î’i = /('r'i 4 1 )» 


F et J représentant des fonctions complètement arbi- 
traires. Il reste à démontrer que c'est là l’intégrale géné- 
rale ; ou , en d’autres termes , qu’en donnant à .r une 
valeur particulière , zéro par exemple, on peut détermi- 
ner la fonction J de manière que u soit une fonction arbi- 
traire de y cl z. 

Soit xC/i s ) m,c fonction choisie arbitrairement; cher- 
chons si l’on peut déterminer / de manière que l’équation 


(5) *> «0 =/[+("»/» *» “)> *» «)]» 

soit satisfaite , quels que soient r et z lorsqu'on remplace n 
par y ( y, z). Pour cela posons 

(6) + (°. J , *» «) = p, ( o , y, S, h) = u>, x ( y, t) = n, 

et introduisons les variables indépendantes c et iv au 
lien de y, z; l’équation (5) devra avoir lieu quels que 
soient v et tv, quand on y aura fait les substitutions four- 
nies par les équations (6), qui donnent pour u, y, z dos 
fonctions connues de c, iv. Représentant par nj(e, iv) la 
fonction connue à laquelle se réduit le premier membre 
de l’équation (5), on anrn alors à satisfaire, quels que 
soient v cl iv, à l’équation 

o(<>, «’) =/(*’, «')> 

ce qui détermine la forme de la fonction J. 

üe quelque manière, au reste, qu’on élimine «, j, z, 
on obtiendra une équation qui renfermera la fonction /' 
et la déterminera. L’équation (4) est donc l’intégrale gé- 
nérale de l'équation (i), puisqu’elle v satisfait, et que 
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pourx = o elle donne pour u une fonction arbitraire de 
y et z. 

Celte méthode, duc à M. Jacoki, et que nous avons 
exposée sur une équation entre quatre variables, s’ap- 
plique évidemment quel qu'en soit le nombre, et il serait 
superflu de rien ajouter à cet égard. 11 ne nous reste qu’à 
en faire quelques applications. 

Intégration des équations aux différentielles partielles du 
premier ordre , qui représentent des surfaces cylin- 
driques, des surfaces coniques, des colloïdes et des 
surfaces de révolution. 

163. Nous commencerons par rappeler les équations 
finies et les équations différentielles de ces surfaces. 

Équations finies de ces surfaces . — Une surface cylin- 
drique est celle qu’engendre une droite qui se meut paral- 
lèlement à une direction fixe, en s’appuyant constamment 
sur une ligne donnée, qui est nommée directrice. 

Soient 

V(x,y,t) = o, F; (•*•, J, *) = o 

les équations de la directrice, et 

x = M -4- a, y — bz -f- 6 

celles d’une génératrice quelconque, a et b étant constants, 
et a, 6 variant d’une génératrice à une autre. La condi- 
tion de la rencontre de cette génératrice et de la directrice 
s’obtiendra en éliminant ,r, y, z entre leurs équations; 
d’où résultera une équation de la forme 

«p(a, ej = o. 

On aura donc l’équation du lieu des génératrices en élimi- 
nant a. , S entre celte équation et celles de la génératrice; 
ce qui donne, pour l'équation générale des surfaçes rv- 
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lindriques, çp pouvant désigner une l'onction quelconque, 
®(x — nz, y — 6s) = o, 
ou, en la résolvant par rapport à X — az, 
x — riz — /(y — bz). 

On peut d’ailleurs vérifier que, quelle que soit la fonc- 
tion j, cette équation représente une surface cylin- 
drique. 

1151. U ne surface conique est celle qu’engendre une 
droite qui passe par un point fixe et s’appuie sur une 
ligne donnée. 

Soient 

F(x, /, *) = o, F,(x, y, z) = o 

les équations de cette directrice, et a, S, ■/ les coordon- 
nées du point fixe; les équations d'une génératrice quel- 
conque seront 

,r — a c = a (z — y), y — è z= b (l — y), 

a et b variant d’une génératrice à l’autre. Pour que la 
directrice soit toujours rencontrée par la génératrice, il 
faut que ces quatre équations aient lieu en meme temps; 
d’où résulte, en éliminant x, y, z, l’équation de con- 
dition 

?(«» b) = o. 

L’équation du lieu des génératrices s’obtiendra eu éli- 
minant a et b entre celte équation et les deux précé- 
dentes; ce qui donne, pour l’équation générale des sur- 
faces coniques, 
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et l'on vérifierait encore que, quelle que soit la fonction J\ 
cette équation représente une surface conique. 

163. Un conoïde est la surface engendrée par une 
droite qui se meut parallèlement à un plan fixe, et qui 
rencontre constamment une droite et une courbe données. 
Prenons la droite donnée pour axe des z, et le plan fixe 
pour plan des x et y , et soient. 

f ( x > r» z ) = », Fi(-c, y, z) = o 

les équations de la courbe donnée; celles delà génératrice 
seront de la forme 

z — a , y — bx. 

Eliminant x, y, z entre ces quatre équations, on aura 
une équation entre a et b , qui exprime la dernière con- 
dition à laquelle la génératrice doit satisfaire. Soit a=zy(h) 
cette équation, on aura celle de la surface cherchée, en 
éliminant n et b entre elle et les équations de la généra- 
trice. 

On trouve ainsi 

* = ? (i)- 

La fonction <p est arbitraire, puisque F, F, désignent 
des fonctions quelconques. D’ailleurs on vérifie facile- 
ment que, quelle que soit cette fonction s>, l’équation pré- 
cédente est celle d'un conoïde. 

106. Une surface de révolution est celle qu'engendre 
une ligne quelconque qui tourne autour d’un axe fixe, en 
conservant avec lui la môme position relative : de sorte 
que, dans ce mouvement, chaque point décrit un cercle 
dont le centre est sur l'axe et dont le plan est perpendi- 
culaire à cet axe. 

Prenons l’origine en un point de l'axe, et soient 

F(x, y, z) = o , F, (x, .r, zï = o 
2* édit. i<4 
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les équations de la génératrice dans une de ses positions; 
celles de l’axe seront de la forme 

x — az, y — bz. 

Un quelconque des cercles de la surface aura pour équa- 
tions 

x 1 + y* i' — R’, Z 4- ax -I- by = C. 

Pour qu’il y ait un point commun avec la courbe généra- 
trice, il faudra que R et C satisfassent à l’équation qu’on 
obtiendra en éliminant x, y , z entre les quatre équations 
de ces lignes. Soit cette équation de condition 

? (R\ C) = o, 

on aura celle du lieu des cercles ou de la surface de révo- 
lution, en éliminant U et C entre cette équation et celle 
d’un quelconque des cercles; on trouve ainsi 

<p (x 1 4- y 7 -f- z\ z -f- ax 4- by) = o , 
ou 

x 1 -f- y x -I- *’ = / (* 4- OX -+- by). 

Si l’on transporte l’origine en un point quelconque dont 
les coordonnées, par rapport à la première, soient — a, 
— 6, — y, l'équation générale des surfaces de révolution 
aura la forme 

{x — a) 1 4- (y — 6)> 4- (s — y) 1 =/[*—■ y 4- a (x— a) 4 -b(y—6)]. 

167 . Leurs équations aux différentielles partielles. — 
Les surfaces cylindriques jouissent exclusivement de cette 
propriété, qu’en chacun de leurs points le plan tangent 
est parallèle à une droite fixe, dont la direction est celle 
des génératrices. 

Soient x = az, y = bz les équations qui déterminent 
cette direction, et z — F(x, > ) l’équation d’une surface. 
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Sou plan langent au point (x',r\ z) aura pour équation 


* - *' = d? (*~ y ) 


dz' 

Ty 


r, u- -y). 


Pour qu'il soit parallèle à. la droite donnée, quel que- soit 
le point de contact, il faudra qu’om ait 


dz' dz' 

- a dy' + h dZ-- 


L équation générale des surfaces cylindriques est donc 


dz dz 

a dx + b lTr 


168. La propriété caractéristique des sulfates coniques 
est que leur plan tangent en un point quelconque passe 
par un point fixe. Soient a, S, y les coordonnées de ce 
point; l'équation générale du plan tangent à une surface 
étant 


, dz' 

Z ~ Z =d? (*-■*> 


^ <> —y). 


le plan tangent passera constamment par le point fixe, si 
l’on a, pour tous les points de la surface, 

, dz' dz’ 

y-* = Âp(*-*) + ^(«-y)i 

l'équation générale des surfaces coniques est donc 
, , dz dz 

169. Le plan langent à un conoïde devant contenir la 
génératrice menée au point de contact , coupera l’axe des z 
en un point dont le z sera égal à celui du point de con- 
tact , si l’on suppose les axes choisis comme précédem- 

*4- 
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ment. 1/ «{nation du plan tangent 

, dz' , .. dz' 

•“* = M [X - X) +dï' [y - }) 

devra donc être satisfaite par x= o, ) = o, : — z ; ce 
<]ui donne, pour tout point de la surface, 

, dz’ , dz’ 

1 d? rf/ = °‘ ' 

L'équation générale de tous les conoïdcs, quelle que 
soit la courbe directrice, est donc 

dz dz 

x h y — = o. 

dx dy 

170. I .es surfaces de révolution ont pour propriété 
caractéristique, que la uormalc menée en un quelconque 
de leurs points rencontre leur axe. 

Soient 

x = az -f- a, y — bz G 

les équations de l’axe. Une normale à une surface quel- 
conque a pour équations 

dz' , , dz' 

a- - ^ -t- — , (s - * ) = o, y -y -h -p (* - s ) = o; 

pour qu elle rencontre l’axe, il faudra que l'on ait la con- 
dition 

» , e . , < lz ' 
x — a -y z —, y — 6 + 2 - 7 -, 
dx dy' 


Kn réduisant cette équation, et supprimant les accents, 
on aura l'équation générale des surfaces de révolution, 
qui sera 

(.? — bz — — ( x—nz — a) ^ - blx — «) — a(y — 6 ). 
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On aurait pu déduire ces diverses équations didëren- 
lielles des équations en quantités finies, en éliminant la 
fonction arbitraire. 

Nous allons voir réciproquement comment on peut 
repasser des équatipns différentielles aux équations en 
quantités finies. 

171. Intégration des équations de ces surfaces. Sur- 
faces cylindriques . — F. 'équation différentielle des sur- 
faces cylindriques est, en posant ^ = />, ^ — q, 


np -+- bq = i . 


D'après la théorie des é<]uations aux différentielles par- 
tielles du premier ordre, on posera les deux équations 
simultanées 


dx dy 

a b 


di. 


dont les intégrales sont x — az = C, t — hz — (!,; d on 
il résulte que linlégrale de l'équation proposée est 

x — ti z = F (y — bz), 

F désignant une fonction arbitraire, qui se déterminera 
par une condition particulière. Supposons d'abord que la 
surface cylindrique soit assujettie à passer par une courbe 
donnée, ayant pour équations 

/(x, y, z) — o, f (x, y, z) — o; 

pour qu il soit plus facile de déterminer la forme de la 
fonction F, nous représenterons par une seule lettre la 
quantité qui s'y trouve soumise. Soit donc 

y — hz — n ; 

nous remplacerons partout y par bz -\-w. l'équation de la 
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.r — az = F («) , 

et celles de la courbe se changeront en 

/(•*, bz - 4 - u, z) = o, f(x, bz -f- u,z) — o, 

et il faudra que ces trois équations soient satisfaites par une 
infinité de valeurs de x, s, u. Si donc on élimine x et z 
entre elles, l’équation en u devra être satisfaite, quel que 
soit u, ou, en d’autres termes, elle devra être identique 
On en déduira donc la forme de la fonction F, en tirant 
de cette équation la valeur de F(u). L’équation de la sur- 
face 

x — az = F (y — bz 

sera donc entièrement déterminée. 

On peut, du reste, se dispenser de résoudre, par rap- 
port à F, l'équation résultante de l élimi nation. Car soit 

?[“, F(")] = » 

cette équation: en y remplaçant u par ) — bz et F(u) 
par x — az. on aura, pour l'équation de la surface pro- 
posée, 

y {y — bz, x — az) = o. 

Si la surface cylindrique était assujettie à être circon- 
scrite à une surface donnée, on commencerait par déter- 
miner les points de cette surface pour lesquels le plan 
tangent est parallèle à la direction donnée des généra- 
trices, et il suffira, pour cela, d'exprimer qu’ils satisfont 
à l’équation différentielle de la surface cylindrique. Cette 
ligne étant déterminée, le problème rentre dans le pré- 
cédent. 

* 

172. Surfaces coniques. — Leur équation différen- 
tielle est 

(r. — «)/< h (y — b)q zxz z — y. 
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On intégrera d'abord les équations 

dx dy dz 

x — a y — 6 i — y 
ce qui conduit à 



et l'intégrale de l’équation proposée sera 



f désignant une fonction arbitraire. 

Supposons, pour la déterminer, que la surface soit 
assujettie à passer par une courbe dont les équations don- 
nées soient 

F (' r >/> z ) = °. F < (•*> x> z ) = °> 

on posera 



z — y 


les équations de la surface et de la ligne donnée devien- 
dront 

JC—OL 

_ — - =/(“). F[j-, S-t-(*— 7) «, z] =o, F,[a-,e + (ï— 7)a,z] = o. 

Ces trois équations devant avoir une infinité de solu- 
tions communes, si l'on élimine x et z , l’équation finale 
en 11 devra être identique, et la valeur que l’on en tirera 
pour /( h) déterminera la forme de la fonction arbitraire. 

Si la surface conique était assujettie à être circonscrite 
à une surface donnée, on chercherait d’abord le lieu des 
points de celte surface qui satisfont à l'équation différen- 
tielle de la surface conique : le problème rentre alors dans 
celui que nous venons de résoudre. 

173 . Conoïdes. — L'équation générale des conoïdes est 

f)X -t- r/y =r o. 
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Les équations simultanées qu'il faut intégrer sont donc 

dx dy dx dz 

— ■ = — et - — OU 1/1 = 0. 
x y x o 

On en tire z — a ,y — bx, a et b étant les constantes ar- 
bitraires. L'intégrale générale sera donc 



<f> désignant une fonction arbitraire. 

Si l’on veut déterminer cette fonction par la condition 
que la surface contienne une courbe ayant pour équa- 
tions 

h'(x,y,z) = o, F,(x,y,z) = o, 

y 

on posera - ■ = «, et l’on remplacera y par ux dans les 

trois équations qui devront admettre une infinité de solu- 
tions communes. 

On aura ainsi 

Z = T(“)> F (x, ux, s) = o , F, (x, ux, z) = o. 

Si l’on élimine x et z , l’équation identique en u qui eu 
résultera fera connaitre la forme de la fonction cher- 
chée 9 (il) . 

On agirait comme dans les deux cas précédents, si le co- 
noïde devait être circonscrit à une surface donnée. 

171. Surfaces de révolution . — L’équation difl'éren- 
tielle de ces surfaces est , en prenant l’origine en un point 
de l’axe, 

(y — 6s) p — (x — az ) q — bx — ay. 

11 faudra d’abord intégrer les équations simultanées 

dx — dy dz 

y — bz x — nz bx — ay ' 
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[bx — ay) dx = [y — bz)dz, 

— ( bx — ay) dy =r ( x — az) dz. 

• 

Si l’on multiplie la première para, la seconde par b, et 
qu’on les retranche, on trouve, en divisant par bx — ay. 


d’où 


ndx -+- bdy — — dz , 


z ax -H by = c. 


Si maintenant on multiplie’ la première par x , la se- 
conde par y, et qu’on les ajoute, on trouvera 


d'où 


xdx -t- jrdy -f- zdz = o, 


x 1 -t- y 1 -t- z 1 = c,; 


l’intégrale de l’équation proposée est donc 

x 1 -t- y 1 -f- z 3 zzz f(z ■+- ax 4- by). 

Déterminons la fonction arbitraire, par la condition 
que la surface contienne la courbe ayant pour équations 

f' (*» /> *) = o, F ,(x,y,z) = o; 
pour cela, nous poserons encore 

z -y- ax -t- by = u, 

et nous éliminerons, comme dans les questions précé- 
dentes, .r, y, z entre cette équation, celle de la surface 
et celles de la courbe donnée ; l’équation finale en u devra 
être identique, et déterminera ainsi la fonction /(«). 

On agirait comme dans les cas précédents, si l’on de- 
mandait que la surface de révolution fût circonscrite à 
une surface donnée. 


Digitized by Google 



2l8 


cours o'axaj.vski 


Calcul des variations. 

175. Le calcul des variations a été conçu par Lagrange 
pour la résolution d’une nouvelle espèce de questions sur 
les maxima et minima. 

Dans les questions ordinaires, on donne la forme d’une 
expression qui renferme une ou plusieurs quantités in- 
connues, et l’on cherche les valeurs maxima de cette 
expression , ainsi que les valeurs particulières des incon- 
nues qui y correspondent. 

Dans ces nouvelles questions, on donne l’expression 
d'une différentielle qui renferme des fonctions inconnues 
de x, ainsi que leurs dérivées d’un ordre quelconque par 
rapport à x, et l’on se propose de déterminer ces fonc- 
tions de telle sorte que l’intcgralc, prise entre certaines 
limites, aituue valeur maximum ou minimum. 

Ainsi la différence que l’on aperçoit d’abord entre ces 
cpiestions et les autres questions de maxima ou minima 
consiste en ce que les inconnues ne sont pas des valeurs 
déterminées, mais des fonctions de la variable par rap- 
port à laquelle l’intégration doit être effectuée. 

175. La marche à suivre pour résoudre ces sortes de 
questions est la même que pour les autres. On suppose 
«jue l’on counaissc les fonctions cherchées, on les fait va- 
rier infiniment peu, en satisfaisant à toutes les condi- 
tions; et l’on exprime que, dans tous les cas, la valeur de 
l’intégrale diminue, si elle doit être maximum, ou qu'elle 
augmente, si elle doit être minimum. 

11 faut donc commencer par donner les règles générales 
au moyen desquelles ou peut déterminer l’accroissement 
infiniment petit des intégrales, et d’abord des quantités 
qui peuvent entrer sous le signe de l’intégration. Mais, 
avant de nous en occuper, nous allons éclaircir ce qui 
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précède par la considération d'une question particu- 
lière. 

177. Étant donnés deux points Jixes et une droite 
située dans le même plan , quelle est la courbe passant 
par ces deux points , qui, tournant autour de la droite 
fixe, engendre une surface minimum? 

Si l’on prend cette droite pour axe des x, qu’on partage 
eu une infinité de parties la distance des projections des 
deux points, et que par les points de division on mène des 
plans perpendiculaires à l’axe, la surface engendrée sera 
décomposée en une infinité d’éléments, ayant pour ex- 
pression générale ntyds , et correspondants à toutes les 
valeurs de x comprises entre les limites données x, , x, . 


Il faudra donc que l’intégrale^J yds augmente en pas- 
sant de la courbe cherchée à toute autre voisine. Et dans 


l’intégrale I yds, qui se rapporte à une quelconque 

J*, 

d’entre elles, les éléments y’ds peuvent se rapporter à 
'* dfs points de division de l’axe qui ne soient pas les mêmes 
que pour la première; il suffit que les limites soient les. 
mêmes. De sorte que, si l’on voulait comparer les deux 
intégrales élément par élément, il suffirait d'en mettre 
le même nombre de part et d’autre, et l’on pourrait éta- 
blir telle loi que l’on voudrait entre les abscisses de deux 
éléments correspondants; mais il sera avantageux de les 
supposer infiniment peu différentes l’une de l’autre. 

Les limites x t , x , pourraient être inconnues, mais assu- 
jetties à certaines conditions. On pourrait, par exemple, 
demander quelle est la courbe qui , ayant ses extrémités 
sur deux courbes données, et tournant autour d’une 
droite située dans le même plan, engendre une surface 
minimum. Dans ce cas, on reconnaîtrait qu'on a trouvé 
la courbe qui résout la question , à ce que l’intégrale 
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yds augmenterait quand on considérerait toute autre 


courbe ayant ses points infiniment voisins de la pre- 
mière, et ses deux extrémités sur les courbes données, à 
une distance infiniment petite des extrémités de la pre- 


mière. 


Si l’on veut comparer deux à deux les éléments des 
deux intégrales depuis le premier jusqu’au dernier, on 11 e 
pourrait , dans ce cas, les supposer correspondants à la 
même abscisse, puisque les abscisses des extrémités sont 
nécessairement différentes. 11 est donc quelquefois néces- 
saire, et toujours permis , de considérer les deux inté- 
grales que l’on veut comparer, comme décomposées en un 
môme nombre d’éléments correspondants à des valeurs 
de X infiniment peu différentes, et liées l'une à l’autre 
par une loi arbitraire. 


Des variations. 

178. Lorsque l’on considère un élément quelconqifr 
d une intégrale, et que l’on passe à son correspondant, les 
accroissements que subissent les quantités dont il dépend 
sont nommés les variations de ces quantités. On conserve 
le nom de différentielles aux accroissements que subissent 
ces mêmes quantités en restant toujours dans le système 
qui se rapporte à la même intégrale. On distingue les va- 
riations des différentielles par la caractéristique $ que l’on 
substitue à la caractéristique d , et on les suppose toujours 
infiniment petites. 

Ainsi , soit y une des fonctions inconnues de ,r qui en- 
trent dans l’expression sous le signe f ; fy sera l’accrois- 
sement que prend cette fonction quaud ou passe d’un élé- 
ment de la première intégrale à son correspondant dans 
la seconde. En considérant y comme étant l’ordonnée 
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(l’une courbe, y -f- ây sera l'ordonnée de la courbe après 
sa variation , et elle correspondra à la même abscisse que_y 
dans la première, dans le cas où les points correspondants 
se rapporteront à la même valeur de x -, au contraire, 

> -f- J) sera l'ordonnée correspondante à l’abscisse x-t-dx 
si âx est la fonction infiniment petite de x, et continue 
comme ây, qui exprime la différence des abscisses des 
points que l’on fait se correspondre dans les deux inté- 
grales. Dans ce dernier cas , il est peut-être plus commode 
de regarder x et y, ainsi que âx, d), comme des fonctions 
d’une même variable arbitraire t qui n’entre même nulle- 
ment dans l’expression donnée, et alors la fonction sous 
le signe J renfermera les différentielles dx, d'x , . . ., aussi 
bien que dy, d*y,..., rapportées toutes à une même va- 
riable qui n’a pas même besoin d’être désignée. 

Lorsque l’on connaît les variations de toutes les quan- 
tités qui entrent dans une fonction, la variation de cette 
fonction se détermine par les règles ordinaires du calcul 
différentiel , qui font connaître l’accroissement infini- 
ment petit d'une fonction, d’après les accroissements de 
toutes les variables qu elle renferme. Ainsi l'on aura gé- 
néralement 

, , , rfF , rfF , rfF, 

(l) JF ((J, v, <*>, . . .) = — — iu -t- — - Sv -4- — . . . . 

179. Transposition des caractéristiques d et â. — 11 
est important de remarquer que dans tous les cas on peut 
intervertir l’ordre des operations quand on prend la diffé- 
rentielle et la variation d’une fonction quelconque e. En 
effet, soit v -f- de ce que devient la fonction \> en passant 
du premier système au second. Si l’on change t eu t -4- di , 
la différentielle n ,rmr de la fonction dans le second système 
sera d"u -f- d"âv. Donc la différentielle d"v de la fonc- 
tion dans le premier système a pour variation r/“de; on a 
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Par là les variations de toutes les différentielles d'une 
fonction sont déterminées par la variation de la fonction 
elle-même, et il en résulte qu’on peut exprimer la varia- 
tion d’une fonction quelconque de x, y, z,... et de leurs 
différentielles, au moyen des variations de ces quantités 
x, y, z , et des diflcrentielles de ces variations. 11 suffira 
de faire usage de la formule (i), dans laquelle u , e, 
iv,... seront remplacés par x, y, z,..., dx , dy, dz 
d'x, d'y , d'z, 

Ainsi, eu représentant par À, B, C,..., A,, B, , C, 

A,, Bj, C,,..., les dérivées partielles par rapport à ces 
quantités x,..., dx, ..., d'x,..., d’une fonction 

F (*> /»*>•••> dx, dy, dz, ..., d'x, d'y, . . . ) , 
on aura 

j -+- \ 7 d'5x-z-fl,d'3y -J- . . . . 

180. Mais il arrive souvent que les différentielles sont 
toutes prises par rapport à une variable particulière qui 
entre dans la question ; alors les expressions que l’on a 
à considérer ne renferment que les dérivées de toutes les 
autres par rapport à celle-là , et l'on a besoin de calculer 
les variations de ces dérivées. On pourrait bien les déduire 
de la variation des différentielles, en exprimant d’abord 
ces dérivées en différentielles prises par rapport à une 
variable indépendante quelconque-, mais il vaut mieux 
traiter la question directement. 

Soit y One fonction de x, que nous pouvons nous repré- 
senter ( fig . a) comme l’ordonnée d’une courbe dont x 
serait l’abscisse. Représentons par Y et X ce que de- 
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I J-iïV t/"Y d" y - 

viennent y etx; la dillérence ; — sera la vana- 

J ’ dX « dx" 

Jn y d n Y 

tion de , ou d et '1 s’agit de l’exprimer au moyeu 

des variations de x et y et des dérivées de ces variations. 
11 y a deux casa examiner, suivant que X est identique 
avec x, ou qu’il en différé. 

i°. Supposons que X ne diffère pas de x, ou que l’on 
ait dx = o, c’est-à-dire que nous regardions comme cor- 
respondants sur deux courbes infiniment voisines les 
points M, N, qui répondent à une môme abscisse quel- 
conque AP; MjS sera d_y, et, en différenliant par rapport 
à x les deux membres de l’équation Y = y -)- $y, on ob- 
tiendra 

d" Y d"y d*Sy 

dx* dx* dx* ’ 

d’où résulte 


( 4 ) 


^ d*y __ d*Sr 
dx* dx" 


a°. Supposons maintenant que les points correspon- 
dants M et N (Jig. 3) aient des abscisses differentes AP, 
AQ; on aura 


AP=x, MP=7, AQ=X, NQ=Y, PQ =3x, NK —Sy, 

et lorsque x croîtra par degrés égaux , X ne croîtra pas par 
degrés égaux, puisque X = x -+- dx, et que dx est une 
fonction, soit de x, soit d’une variable indépendante, 
arbitrairement choisie. Ainsi, diff'érentier par rapport à x 
ou à X ne sera pas la même opération , et l'équation 

Y = y ■+■ Sy 

ne conduirait pas, comme dans le cas précédent, à 

d n Y d n y d n fy 

d\ n dx* dx* 
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Ce n’est pas non plus le cas d’appliquer la formule (3), 
parce que d" Y et d"y ne se rapportent plus aux accrois- 
sements égaux de la même variable. 11 faut donc calculer 

Jn y J* y 

directement la différence — ■ 

dX" dx' 

Désignons par u l’ordonnée M’P de la courbe variée, 
pour la même abscisse x que Yjr de la première courbe, 
qui est MP, et par w la dill’érence M'M , qui serait ây si 
l’on supposait âx — o. On aura alors u = a) -h Y ; et, en 
observant qu’on peut considérer Nm et M’M comme 

égaux , et que mK = — dx, on aura 


Sjr = 0> - 1 - 


d L 

dx 


* 

ox. 


Différentiant n fois l’équation 

Il — ai -y- y, 

on obtiendra 

d*u d"a> d*y 

dx* dx* ^ dx* 


Mais les points M' et N appartenant à la même courbe, 
les dérivées n' i ' m " des ordonnées de ces deux points par 
rapport à leurs abscisses respectives T et X ne sont autre 
chose que des valeurs d’une même fonction dans laquelle 
on met successivement pour la variable les deux valeurs 
différentes AP, AQ, ou x et x-l-dx; d’où résulte, d’a- 
près les règles du calcul différentiel , 

d*Y d* u d*+'u 

dX* dx* dx**' X> 


et, d'après l'équation précédente, 

d* Y d"y d a u> d*+'u . 

= — i. -i 1 Sx, 

dX* dx* dx * dx**' 
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Observant d’ailleurs que .• ■ . ne diffère de - — — - que 

1 rlr *' H rfa-" +l 1 

d’une quantité infiniment petite, celle équation donnera, 
d n 1T d n y d n Y 

pour la différence -rrr- r— -, ou d -—■> la valeur sui- 

1 (1 ri r" // ■r'* 


rfx" 


vante : 

(5) 


, <I"y <l"u 

ftr" d.c" 


tlx* 

f-ï Sx ' 

dx a+ ‘ 


que nous regaixlerons comme renfermant la première, 


Sr = oi -i- Sx. 
<ix 


Les formules (5) et (4) coïncideront lorsque l’on suppo- 
sera àx = o. 

181. Transposition des caractéristiques à et f. — 

Considéronsmaintenantl’intégrale*^* U, U désignant une 

expression différentielle, et les limites x,, x, étant con- 
stantes ou variables. On peut la décomposer en une infi- 
nité d’éléments, dont le premier correspond à x, et le 
dernier à Xj diminué de la dernière différentielle de x. 
Elle sera donc la limite d’une somme telle que 

U, + U, H- U, -+■ . . . -+- u„. 

Considérons maintenant l’intégrale infiniment voisine 
dans laquelle elle se change par la variation des quan- 
tités dont elle dépend, et soit LT ce que devient U en gé- 
néral dans ce changement, de sorte que U' — U = dU. 
Les limites de cette nouvelle intégrale seront x, dx, 
et x, -f- dx, , et elle pourra être regardée comme la li- 
mite de 

v\ -t-ir, + u', +...+ u:, 

2' èd. 1 5 
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ces nouveaux éléments correspondant à chacun des pre- 
miers. 

I.’accroissement de l’intégrale est donc la limite de 


ou de 


( i r, — xi,) -t- (U', — u,) + — 4- (ir _ u,„ ), 


5U, -f- ÆU, -f- . . . -4- 5IJ„, 


c’est-à-dire^* àU . 


Ainsi, soit qu’on suppose les limites x,, .r, constantes, 
soit qu’on les suppose variables, on a 


( 6 ) 


r r t r*, 

l"=f, >v ' 


de sorte, que pour connaître la variation d’une intégrale 
définie, il suffit de calculer celle de la différentielle, et de 
l’intégrer entre les mêmes limites. 

182. Expression de la variation d’une intégrale dé- 
finie. — Considérons une intégrale de la forme 



la valeur de V étant 


V = F (.j 


-, r w ); 


y désigne une fonction inconnue de x, «t y jrW 

sont les dérivées successives par rapport à x. Nous nous 
bornons à considérer une seule fonction y, parce que, s’il 
y en avait plusieurs autres, il suffirait de reproduire pour 
■ebaetme ce que nous allons faire pour y. Mous examine- 
rons deux cas distincts: celui où x,, x, ont des valeurs 
fixes données, et celui où ces limites peuvent varier d’a- 
près certaines conditions données. 
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1°. Supposons d'abord x, etx, constants; nous pour- 
rons alors faire âx = o et employer la formule (4) qui 
donne pour une dérivée quelconque y lmi 


Sy( m ) 


d m 3y 

dz m 


Cela posé, si l'on observe que la variation de x ou ix est 
nulle, et que, par conséquent, celle de dx ou dix l’est 
aussi, d’où il suit que iÇXdx) = iX.dx, la formule (6) 
donnera 



Calculons maintenant iX. 

Or, comme nous l’avons déjà remarqué, l’accrois- 
sement de V sera donné par les règles ordinaires du calcul 
difl’ércntiel , au moyen des accroissements des quantités 
qui ont varié dans V, c’est-à-dire de y, y',..., y( n >. On 
aura donc 


dV 


dy y dy' J ^dy" 3 dxi n) 




que nous écrirons, pour plus de commodité, de la ma- 
nière suivante : 


<?V = -f- N iy' 4 - P iy" + Qty m +. . . -+- üfyW. 

L équation (7) deviendra ainsi, en exprimant iy 
iy (n) au moyen de la formule (4), 


Vx, 


Nous avons, sous le signe /, la fonction indéterminée iy 
et ses dérivées par rapport à x; ces dernières sont déter- 

i5. 
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minées par oy , et il est nécessaire de les faire disparaître 
de l'intégrale en les ramenant à oy seul, qui est entière- 
ment arbitraire. Or, c’est ce que l’on fera facilement au 
moyen de l’intégration par parties. 

En effet , si l’on désigne par u et v deux fonctions de r, 
on établit facilement, par une suite d’intégrations par par- 
ties, la formule suivante , qui est souvent utile dans l’a- 
nalyse : 


( 8 ) 


/ ' <V'v 


dxz 


d"~'v du d*~ , v fi* H d"~ 


U 


lx"~' dxdx" 
tl 'u d"~ l v 
dx 3 dx" 


-+■ 


dx ’ dx“~ 


V d"~'u P d"u 

■ -131 —, I— — l’tlx. 

~ ' ^ dx"~' J dx" 


En faisant usage de cette formule, on obtiendra les équa- 
tions suivantes : 


ftl^dx^Kdy- dx, 


/ ' d'Sy , „ dSy d P , r d : P , 

P — — dx=zz P — — Sr -t- I S y — — dx, 

dx'- dx dx J dx' ’ 


J . dx' tix 1 dx dx dx 1 J J 


. </ J Q 


f' 


Vpldx = U 
dx" 


d"~'3y 
~lx*- 1 


dX} d"~ l 3y 

dx dx"~ 2 


d‘Vd— 3 5y 

~<h' dx"- 


+dT* ~ 3jr± 


r. d - u 

J°'\dF 


dx, 


. . . fl 11 « I" , 

et il tau t bien remarquer que — •> -^v, représentent 

les dérivées totales de N, P,..., considérées comme fonc- 
tions de x , et dans lesquelles on regarde y comme dépen- 
dant de x. On aura donc enfin, en prenant les intégrales 
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y dx 


£2...±£^W 

fir’ dx " ■ ' 


/• r . 

U 1 VV/.f = 


(il)! 


(«- 


rfQ rf*-’U\ djy 

ISx' ' dx " _1 / rfx 

rfR ^ rf— 
dx dx m ~* ] dx 1 


( d* ’ir 
dx n ~' 


r*\ '/n </ j p rf’Q '/"u\ . 

J x ' \ dx dx 1 dx' ^ dx* J 

S il y avait une seconde fonction z dans V, on ajouterait 
au second membre de celte équation une autre expres- 
sion qui n’eu différerait que par les valeurs des fonctions 
qui remplaceraient N, P,..., et par le changement de y 
en z. 11 en serait de même pour un nombre quelconque de 
fonctions. 

183. Si la fonction V renfermait les valeurs de y, y 
relatives aux limites, la variation de l’intégrale se com- 
poserait des termes que nous venons de calculer, plus les 
suivants: 

r x </d\. d\ , , ,/v, rfv , , \ , 

1, w: tjr,+> dï \* y ' "H 

Or, les quantités dj,, Oj',,..., dy t , dy',,... n’étant pas 
des fonctions de x, on pourrait les faire passer hors du 
signe J r et les termes à ajouter se réduiraient à 

J r^dv r x 'd\ t' x 'd\ 

{ ¥.‘ u+tr -l * r * + - +v 'J,. 

Supposons, cü second lieu , cjuc n x t soient va- 
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fiables, et que dx ne soit pas nul. On aura , dans ce cas, 
J(V«x) = f (iV.rfx-f -VdSx). 

J*, 

L’intégration par parties donnant 

J'VdSx = YSx — J'Sx.dY , 
l'équation précédente devient 



0 f '\<tx = (vSx'j *4- J ‘(tv.dx — dv.ix). 
Soit maintenant 

d\ = Ldx 4- Mds 4- Ndy' 4- P dy " 4- Q dy " + . . . , 
et, par suite, 

■ÎV — Ux 4- Mfy 4- VSy’ 4- PS/" + Q<îr" ; 
il en résultera 


ou , en vertu de la formule (5), 


SY.dx ■ — r/V <îx = r/x Sx j 4-N ~ <5xj 


S V . dx — d Y . Sx = dx ( M « 4- N ^ 4- P ~ 4- Q ^ 4- . . • V 

\ dx dx 1 dx* J 

On a donc, pour l'expression de la variation cherchée, 



-)\f( 


.. d*(o 

Mw-f-N— — f-P ;+Q~~- 
dx 3 dx* 


_ dtji 

'dx 


-:•) 


r/jr. 


On peut remarquer que cette expression ne diiîêrc de 
celle du cas précédent que par l’addition du terme 

; car w désigne iri ro que dy désignait dans 

l'autre . Si donc on appliquait semblablement l’intégra- 


Digilized by Google 



SECOND* PARTIE. 


23 I 


tion par parties, ou ferait disparaître tous les indices 
de différentiation sur « sous le signe f, et l'on trouverait 


Vi.i 


(.o) 


\C y,u= \ 


-1 

t 

N — 
t 

f/P 

dx 

,/? Q \ ' 

«fcc* ' ’ ’ ) “ 

». 

, 1 

( _ 

dQ 

\ dto 




dx 

) dx 


-H 


f/R 

dx 

\ d\> 
’ / dx' 

t 


’w 
— 1 



i 

. 

X, 

M— 

rfN 

dp 

,/Q + IC 


dx 

dx 1 

dx' + ”" + ~ 

dx « / 


S’il se trouvait dans V une seconde fonction incon- 
nue z, tlX renfermerait de plus des termes de la forme 
MV + N**+ P*’ -H .... On poserait 

Si — z'Sx = 

et l’on ajouterait à l’expression précédente des termes où 
0/ entrerait de la même manière que w. II en serait de 
même , cjuel que fût le nombre de ces fonctions. 

Enfin, si V renfermait les valeurs de x,j, z',..., 

relatives aux limites, 011 y ajouterait les termes suivants: 

/’ x v/V r T 'dV r x ',l\ 

( 1 1 ) Sx, J -t/x-hS_r,J ■^~dx h...+Sx 1 J -*dx+.... 

18 t. Le cas où x l5 x, sont variables pourrait être im- 
médiatement ramené à celui où ils sont fixes, sans faire 
usage de la formule ( 5 ). 

En effet, considérons V comme l’ordonnée d’une courbe 
MN (Jig. 4 )i soient AP == x AQ = Xj ; 011 aura 


Ç Xdx = l> 


MNQ. 
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fiables, et que àx ne soit pas nul. On aura , dans ce cas, 


X r . /* r . r*, 

vdx = j J(VJx) = J (iv .dx+ydSx). 

L’intégration par parties donnant 

f\d$x ~ y Sx — j'Sx.dy, 
l'équation précédente devient 


S J' U = 

Soit maintenant 

<t\ = Ldx ■+■ M dy + Naf/' + P dy " + Q dy 
et, par suite, 

ay = Ux + m iy + n sy -+- p »y" -4- qiy " ; 
il en résultera 


^ VSx'j 4- J' (SV.dx — dy .Sx). 


sy.d.r — iiy Sx — dx 



ou, en vertu de la formule (5), 


5V.^-rfV.^ = ^(M u -HN^4-P?' + QS+---V 

\ dx dx 1 dx* ] 

On a donc, pour l'expression de la variation cherchée, 

S fr, V <lX = ( V ^ r ' ( M “ +N È +P S +Q S + -) >lX - 

On peut remarquer que cette expression ne diffère de 
celle du cas précédent que par l’addition du terme 

^Vd.rj ; car w désigne ici ce «pie dy désignait dans 

l’autre. Si donc ou appliquait semblablement l’intégra- 
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tion par parties, ou ferait disparaître tous les indices 
de dillërcntiation sur w sous le signe J\ et l’on trouverait 


(“>) 



\Sx -+- 
-f- 
+ 


f/P 

d'Q 

ttx 

dx’’’ 

dQ 

\ f/w 

dx 

)dx 

f/R 

\ f /**> 

dx 

' dx' 


- 4 - 


IJ 


d"~'u 

rfx*-' 






ttx' 



dx- 


S’il se trouvait dans V une seconde fonction incon- 
nue z, dX renfermerait de plus des termes de la forme 
Mz -|- NV’ + Vz" ■+■ On poserait 

Si — z’Sx = 

et l’on ajouterait à l’expression précédente des termes où 
«'entrerait de la même manière que «. 11 en serait de 
meme, quel que fût le nombre de ces fonctions. 

Enfin, si V renfermait les valeurs de x,y, z,...,j', s',..., 
relatives aux limites, on y ajouterait les termes suivants: 


J r ' x '<iV r T '<tV C x ’ 

, d^ **+"•+**, J* 


dX 

f/x, 


v/x-f - . 


18t. Le cas où x,, x s sont variables pourrait être im- 
médiatement ramené à celui où ils sont fixes, sans faire 
usage de la formule (5). 

En ell’et, considérons V comme l’ordonnée d’une courbe 
WN (fig. 4), et soient AP = x,, AQ = x t ; on aura 



Vf lx — I'MNQ. 


Digitized by Google 



232 COURS d’aHALYSK. 

Soit maintenant M,^i, la courbe après la variation; la 
valeur de l’intégrale proposée sera, dans le second sys- 
tème, l’aire P,MiN,Q, : on peut donc, en négligeant les 
infiniment petits du second ordre, regarder la variation 
de l’intégrale comme égale à 

NQQ,K — MPP.H -t- M.LM. 

Les deux premiers termes représentent 



Le troisième est l’intégrale JoX.cix prise entre les limites 
Xi + fai et x ,, ou, en négligeant un infiniment petit du 
second ordre, entre x, et x,. Donc enfin 



Xdx = ( j ’+J 


o V . dx 


â Y étant la variation de V dans l’hypothèse ox = o, et 
par conséquent ayant la même signification que dans le 
premier cas. Son expression sera donc la même; seule- 
ment il conviendra de représenter la variation de y au- 
trement que par dy, qui, dans le cas actuel, aurait une 
autre signification , et nous désignerons par w la variation 
dej' dans l’hypothèse ox =o. 11 suffira donc, pour obtenir 

la variation cherchée de l’intégrale Ç Xdx, d’ajouter 


| XoxJ au second membre de l'équation (9), dans lequel 
on remplacera ày par w. 

O11 retombe ainsi sur la formule (10), comme cela de- 
vait être. On y ajouterait de même l’expression (1 1), si V 
renfermait explicitement les valeurs des variables aux 
limites. 
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185. 11 nous reste à examiner le cas où la variable in- 
dépendante ne serait pas désignée, et où la fonction sous 
le signe f ne renfermerait pas, par conséquent , des déri- 
vées par rapport à x, mais des différentielles prises par 
rapport à une variable arbitraire qui n’entre pas dans la 
question, et n’est nullement désignée. Soit donc proposé 

de trouver â I U, en supposant 

U = F (.v, rlx, d'x,. . ., y, dy, d'y,. . .). 

Les limites x, et x t étant fixes ou variables, on a tou- 
jours , comme nous l’avons démontré , 



et, pour une variable quelconque u, 

3d"u = rl "S II. 

Cela posé, désignons par L, M, N, P,... les dérivées 
partielles de U par rapport aux quantités x, <lx , d'x, 
d'x,..., et par L', M’, N’, P',... ses dérivées partielles par 
rapport à y, dy, d'y, d'y,..., on pourra exprimer JL 
de la manière suivante : 

ôlj = L'J.r -t- Mui'/x 4- N 3d \v 4- P'îd 'x 4- . . . 

4- VSy 4- M ’Sdy 4- Wid'y 4- Vid'y 4- 

11 est inutile de faire remarquer que les diverses quantités 
L, M,..., L’, M',..., ne sont pas du même ordre infinité- 
simal, et que le second facteur de chaque terme rétablit 
l’homogénéité. Intégrant les deux membres de celte équa- 
tion , et faisant sortir du signe f toutes les variations des 
différentielles au moyen de l'intégration par parties, on 
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obtient la valeur suivante de 




U 


( 12 ) 



/ M 

ix-f- N 

t/Sx 4 -I 1 i 

— f/JS 

— </P 


1+ r/’P 



1-4- M' 

4y -4- N' 

r/Sy 4 - P 1 

1— r/K' 

— rfP' 

1 

f-f-rf’P' 




-I- f 3x (L — </M 4- rf’ft’ — d‘P 4 . . 






dM'4-d’N' — rf J P'-K . .). 


Si l’on avait dans U d’autres fonclipns que x et r, on 
ajouterait des expressions semblables à chacune de celles 
qui se rapportent àronj dans cette formule. On agirait 
comme dans les cas précédents si U renfermait explicite- 
ment les valeurs des variables aux limites. 


Détermination des fonctions inconnues. 

18(i. La condition pour qu’une intégrale définie soit 
maximum consiste en ce que, quelque signe et quelque 
grandeur qu’on suppose aux variations infiniment petites 
dx, ây, ôz ,..., la variation de cette intégrale soit con- 
stamment négative: la condition du minimum sera , au 
contraire, que cette variation soit toujours positive; et, 
dans les deux cas, elle doit être de signe constant. 11 faut 
donc que la partie de cette variation où n’entrent que les 
premières puissances des quantités dx, dy,..., soit nulle, 
et eette condition sera commune au maximum et au mi- 
nimum. Ou reconnaîtra l’un de l’autre att signe de l'en- 
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semble des termes du second degré , signe qui devra d’ail- 
leurs être constant. 

iVous considérerons le cas général où x,, x, sont va- 
riables, et nous supposerons les dérivées prises par rap- 
port à x, ce qui est toujours possible. Alors l’expression 

de la variation de l'intégrale I \dx, en se bornanL aux 

J*. 

termes du premier ordre et en supposant que V ne ren- 
ferme qu’une seule fonction y, est donnée par la for- 
mule (to). Il faut donc égaler à zéro le second membre de 
cette 'équation , pour avoir la condition nécessaire, tant 
pour le maximum que pour le minimum de l’intégrale. 

Mais la somme des termes en dehors du signe f doit 
être nulle, et l’intégrale doit l'être aussi séparément; car, 
sans cela, si l’on fixait arbitrairement les variations in- 
dépendantes relatives aux limites, il resterait encore sous 
le signe J la fonction arbitraire w, et cette intégrale dé- 
finie ne saurait conserver la même valeur, quelle que fut 
cette fonction ; le second membre de l’équation ( 10 ) ne se- 
rait donc pas constamment nul. 

•) 

ue peut pas être nulle, quelle que soit la fonction w, à 
moins que la quantité qui la multiplie sous le signe f ne 
soit nulle. En effet, «étant indéterminé pour toutes les 
valeurs de x entre x t et x,, peut être toujours pris de 
même signe que le second facteur; tous les éléments de 
l’intégrale seraient donc positifs, et leur somme ne pour- 
rait être nulle. 11 serait d’ailleurs indifférent que « fût 
assujetti à certaines conditions pour les valeurs x, ou x,, 
parce que deux éléments n'ont aucune influence sur une 
intégrale. On doit donc avoir l’équation suivante : 


D’ailleurs cette intégrale J' «<7x ~ -f- - 


(. 3 ) 


f /N d'P c/ J Q 

dx dx 1 dx' 


^_d" U 
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Celte équation différentielle est généralement de l'ordre 
a«, puisque V renferme y (n) , et que, par conséquent , li 
peut le renfermer. Elle est nécessaire , mais non suffisante, 

pour que l’intégrale I Vc/x soit maximum ou rnini- 

muni. Elle renferme les quantités x,y,y',y H ,..., et fera 
connaître y en fonction de x et de 2/1 constantes arbi- 
traires. 

Considérons maintenant les termes en dehors du signe f 
dans l'équation (10). Si les variations relatives aux deux 
limites sont indépendantes entre elles, la somme de ces 
termes devra être nulle pour chaque limite. 

Si la question établit des relations entre les variations 
relatives à une même limite, on s’en sert pour éliminer 
un nombre égal de ces indéterminées, puis on égale à 
zéro les coefficients de celles qui restent indépendantes; 
ces équations , jointes aux équations intégrales, serviront 
à déterminer les constantes, ainsi que les valeurs de x, 
y, s, relatives aux limites. 

187 . S’il y avait plusieurs fonctions^, -s,.--, on sui- 
vrait la môme marche. L’intégrale qui entre dans la va- 
riation devrait encore être nulle, indépendamment des 
termes intégrés. Elle renfermerait, comme nous l’avons 
vu, plusieurs fonctions w, u',..., dont les valeurs sont 

u = Sy — y 'Sx, m' = Sz — l'Sx, . , 

Ces fonctions arbitraires seraient indépendantes, puisque 
dans chacune d’elles il s’introduit une nouvelle variation 
arbitraire. Il faudrait donc que les quantités qui multi- 
plient chacune d’elles fussent nulles séparément, ce qui 
donnerait autant d’équations différentielles simultanées 
qu’il y a de fonctions à déterminer. 
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kilos seraient de la forme 

rfN rf» P rf’Q 

rf.r dx 1 dx 3 

rfPF <i'Q' 

dx dx 1 dx 3 

M', IN',... représentant, par rapport à z, ce que M, N,... 
représentent par rapport à y. 

Les constantes se détermineraient encore par les condi- 
tions relatives aux limites. 

188. Si les fonctions^, z étaient assujetties à satisfaire 
à une équation F(x, y, z) = o, les variations dx, ày, âz 
satisferaient à la suivante: 




(") 


rfF „ d F , d F , 

— Sx -t- — Sy + — St = 
dx dy dz 


O. 


On pourrait en tirer dz en fonction de dx, dy, et le 
substituer dans l'expression de la variation de l’intégrale; 
on aurait ainsi une fonction indéterminée de moins sous 
le signe f, et , par suite , une équation de moins, qui se- 
rait remplacée par F (x, y, z ) = o. 

En elfet , la quantité sous le signe /, qui doit être égalée 
à zéro, est de la forme 


Ao> A'w', 

et l’équation («) devient, en remplaçant dy et dz par 
leurs valeurs , 


rfF 

tlx 


<lx 


rfF 

'iy 


d F 


( y 'Sx -4- u) H — — ( z'Sx H- u J — o. 


Le coefficient de dx dans cette équation est nul , puis- 
qu en diirérentiant l’équatiou F(x,jq z) = o, on trouve 


rfF 

dx 


d F 


rfF 




o; 
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il reste donc seulement 


rf F 

W — — -f- (*> 

4r 



O. 


Tirant de là &>', et le substituant dans l'expression 
Aw -f- AV, qui doit être égalée à zéro , on obtient 



et cette quantité devant être nulle, quelle que soit la 
fonction w, on doit nécessairement poser 


rfF 



dt 


On aura ainsi entre et z les deux équations 


(.5) 

et 



rfF 
dr ’ 


F [x, y, z) = o , 


d’où l’on pourra tirer y et z en fonction de x. 

189. J titre espèce de condition. — Souvent, au lieu 
d’assujettir les valeurs de x,y, z à satisfaire à une équa- 
tion de forme déterminée, on demande qu’une certaine 
intégrale définie conserve une valeur constante : on a alors 
ce que l’on appelle un maximum ou un minimum relatij ’ 


J /» J", 

I \]tlx = a, et proposons-nous de trouver 

le maximum ou le minimum de I Xclx. Les variations 

Jx, 
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de ces deux intégrales devront être nulles ; et, en supposant 
d’abord les limites lixes, on arrivera aux deux équations 


r*' 

— O , (ë) I tWxrro; 

et la seconde devra être satisfaite quand on y mettra pour 
o) une fonction quelconque satisfaisant à la première; 
u et v sont déterminés par U et V au moyen d’une for- 
mule démontrée précédemment; et w désigne encore 
dj — y'dr. On voit de suite que cette condition serait 
remplie si u et r ne dilféraient que par un facteur con- 
stant, et nous allons démontrer que cela ne peut être 
autrement. 

Posons, avec M. Cauchy, 


(«) I Uutlx 



uuitx = j(z), 


celte fonction <f(x) ne sera assujettie, en vertu de l’équa- 
tion (a), qu’à la condition o(ar,) = o; on a d’ailleurs évi- 
demment f(x,) = o, mais a(.r) est entièrement arbitraire 
entre x, et et .r,. On tire immédiatement 


«'(x) 

lia = «' (x), d’oil a — 

‘ ' u 


Substituant celte valeur daus l’équation (S), on obtient 




rix — o. 


Pour y introduire , au lieu de cp' (x), la fonction <f(x) dont 
les conditions sont bien connues, intégrons par parties; 

jious trouverons, en désignant par la dérivée de-» 

/ = l tW -/?(*) (~) <*■*> 
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prenant ,T| et .r, pour limites tics intégrales, et observant 

que (j>(x) devient nulle à ces limites, il vient 

/*'(;) t'W^ = -jT%w (;')*, 


et , par conséquent , 


X »(*)(;)* = O- 


Cette équation devant avoir lieu quel que soit <f(x), ou en 
conclut nécessairement = o, et, par suite, 


- — a , ou •’ = a«. 


va- 


se désignant une constante inconnue. 

Telle est donc l’équation différentielle qui déterminera 
la fonction^. Quand sa valeur sera trouvée, et que les 
constantes introduites par l’intégration auront été déter- 
minées par les conditions des extrémités, on la substituera 

dans l’équation / LW.r = a , qui fera connaître la 

J*, 

leur de la constante a. 

Il est facile de voir que l’on arriverait au même résultat , 
en cherchant le maximum absolu de f (V — aU)/ir, 

J*, 

et déterminant la constante a comme nous l’avons indi- 
qué. On retombe ainsi sur la règle donnée autrefois par 
Euler. 

Supposons actuellement que les limites x , , x t ne soient 
pas fixes , les équations (a) , (S) seront remplacées par 
les deux suivantes : 

(?) +1— +1+ f uuri* = O, (S) X’ — X' "b / vwlx — °> 

J - ri Jr, 
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2'|l 

î p el y désignant les termes en dehors du signe somme, 
qui deviennent <j/, et y, à la première limite, et y, à 
la seconde. 

L’équation (â) devra être satisfaite quand on mettra 
pour « une fonction quelconque telle que l’équation (y) 
ait lieu, de quelque manière que ce soit; ainsi w n’est 


assujetti qu’à la condition que f u'ùdx soit égal à 

— (J,, 5 et il faut que l’équation (à) ait lieu pour toutes 
les valeurs de w qui y satisferont : c’est là ce qui doit dé- 
tormincr la fonction inconnue -y. 

Posons encore j uutlx — 9 (.r) , on aura f(x,) — o, 

•'a-, 

et , en vertu de l’équation (d), 


?(*») ■'{'« 

et (x) ne sera assujetti à aucune autre condition. 

Reportant dans l’équation ( 4 ) pour w sa valeur 
il vient 

- a' (x) dx = O . 

U 

Pour introduire au lieu de f'( x ) la fonction y (a-) dont les 
conditions sont connues, intégrons par parties; l’équa- 
tion précédente deviendra , en ayant égard aux valeurs de 

?(■*'.) et ?(•*«)> 

(0 Xi X> (~) t (*. - +■) -f ‘tW dx = °î 

et comme <p(.r) est tout à fait arbitraire entre .r, et .r, , il 
faut que cette dernière intégrale soit nulle, ainsique la 
partie restante du premier membre. On aura donc en- 
core 

= 0, ou v — au , 

a* édit. 1 b 
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a désignant une constante. Remplaçant ( j J par et dans- 

la première partie de l’é<]uatioii (4), on aura 

Zj _ z , _ a (•{», — 4/,) = o. , 

Les constantes introduites par l'intégration se détermine- 
ront par les conditions relatives aux extrémités, et la 

J C X ' 

Vax — a. 

*, 

Un voit eucorequ’on arriverait aux mêmes résultats 
en cherchant le maximum ou le minimum absolu de 

J' ( \ — «U)f4r, a étant une constante indéterminée. 

On traiterait d’une manière analogue le cas où l’on 
aurait plusieurs fonctions inconnues, ou plusieurs inté- 
grales définies ayant des valeurs constantes. 

190. Considérons maintenant le cas où l’intégrale est 

X *’ 

D, U ne renfermant que des différen- 
tielles prises par rapport à une variable arbitraire, l.a 
variation de cette intégrale est donnée alors par la for- 
mule ( 12 ), et, par les mêmes raisons que dans ht pre- 
mier cas, il faut égaler séparément à zéro la partie qui 
est dégagée du signe f et celle qui se compose de toutes 
les intégrales , qui sont en nombre égal à celui des va- 
riables .r, j, z , — 

Or les fonctions âx, Jr, ds ,.. . sont complètement indé- 
pendantes les unes des autres; donc chaque intégrale doit 
être nulle séparément, ce qui conduit aux équations sui- 
vantes : 

/ L — -4- </’N — rCP -f-. . . = 0 , 

. |6 ) L ’ — tfM' -+- iry — f/’P' . . . = 0 , 

) L" — rfM" -t-rf *N" — P" -h . . = 0 , 
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On aura ainsi autant d'équations que de variables x. v, 
et comme l’une d’entre «'lies doit rester indéter- 
minée, il est évident qu’une de ces équations doit rentrer 
dans les autres. ÎNous nous bornerons à cette remarque, 
et nous ajouterons qu’on trouve ici un avantage que 
ne présentait pas le calcul du premier cas; c’est qu’on 
pourra choisir le système d’équations le plus avantageux, 
en laissant de côté l'équation la moins simple. Quand on 
aura trouvé^, z,... en fonction de.r, les constantes arbi- 
traires introduites par l’intégration se détermineront, 
comme dans le premier cas , au moyen de l’équation qui 
se rapporte aux limites. 

191 . L’intégration des équations ( 16 ) devient plus sim- 

ple lorsque U ne contient pas x , ou l’une des autres fonc- 
tions ; car alors, le premier terme de l’une de ces équations 
étant nul, et tous les autres, des différentielles exactes, 
on aura immédiatement une intégrale première de celte 
équation. Si plusieurs des variables manquent à 

la fois dans U, un nombre égal des équations (ib) sont in- 
tégrables. 

192. Les équations ( 14 ) présentent la même simplifi- 
cation quand y ou z n’entrent pas dans V ; mais, quand 
c’est x qui manque, il faut faire quelques transforma- 
tions pour obtenir la simplification que nous ont offerte 
immédiatement les équations. 

En eflèt, en supposant, pour plus de simplicité, qu’il 
n'y ail qu’une seule fonction inconnue y% la condition du 
maximum nu du minimum sera 


(") 


rfN dV d Q 

M — 7 1~ -7-7 tt ■+■••• — °> 

tl.r dx 1 ilx 


et l’on aura , en observant que V ne renferme pas x, 
dX 


d, 


= M/ >>' 4- P y" •+■ Qr ,v . 


1 fi. 
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Retranchant de relie équation la précédentr , multipliée 
par y' , il vient 



ür il est facile de voir que le second membre de cette 
équation est une dérivée exacte. 

Pour cela, remarquons généralement qu’en désignant 
par u et e des fonctions quelconques de ,r, une expres- 
sion de la forme 

nd"v IY l"n 


est une différentielle exacte quand n est pair, et 

riii’i’ vfl "u 


en est une lorsque n est impair. 11 en -résultera que tous 
les binômes qui forment le second membre de la dernière 
équation seront des dérivées exactes, et que, par consé- 
quent, on pourra intégrer les deux membres de cette équa- 
tion ; ce qui conduira à une équation d’un ordre moins 
élevé. 

Supposons, par exemple, que \ 11e renferme quej-, j 
et y". La dernière équation devient 


rfV 

tfx 






d'où , en intégrant , 

(h) V = N y’ -+- IV" - y ~ 4- C, 


équation du troisième ordre, tandis que l’équation (a) 
était du quatrième. Si, en même temps, V était indé- 
pendant de y, on aurait M = 0; l’équation («) serait in- 
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tégrable , et donnerait 

«I» 

dV 


245 


En éliminant y- entre cette équation et la précédente, 


on trouverait 


V = P/" -+- C y 4- C, 


C et C' désignant deux constantes arbitraires. Celle équa- 
tion n’est plus que du second ordre. Ainsi, lorsque V ne 
renferme que on peut obtenir une intégrale se- 

conde de l'équation (a), et ramener le calcul à l’intégra- 
tion d’une équation du deuxième ordre. 

Si V renfermait une seconde fonction z et ses dérivées 
z' et 5", 011 obtiendrait de même 

(.7) V=N/+iy'-/'^ + NV + PV'- Z '‘^ +■ c. 

Cas particulier oii ion ne considère (fue. les différentielles 
du premier ordre. 

11)3. Appliquons cette théorie au cas simple où la fonc- 
tion V' renfermerait trois variables x, y, z , et les pre- 
mières dérivées seulement de y et 
L'intégrale proposée sera 


/(*» r, A r ' z')dx, 


* * X 

ou 

4 X ^ t ' " ■ . 

1 ". S’il n’existe aucune équation générale entre X , 
y, z, on fera usage des équations ( 1 4 ) , et l’on aura 


(»8J 


u ' /lX 

M - Vu - °’ 


AC ,/y 

M _ ~dx ~ °’ * 
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en supposant toujours 


£ 

<iy 




£ 

riz' 


= N'. 


Ces deux équations simultanées, étant du second ordre, 
donneront y et z en fonction de x et.de quatre constantes 
arbitraires. 

Si les deux limites sont indépendantes . ou aura pour 
chacune 


(191 (V — N/' — NV) Sx ■+■ IWy H- N'<î: = o. 

Si pour l’une d’elles il n’existe aucune condition, t?.r, 
oy, dz étant indépendants , leurs coefficients doivent être 
nuis séparément , ce qui donne trois équations entre les 
valeurs de x, y , z , y', z relatives à celte limite. Si, an 
contraire, à cette même limite, x,y, z devaient satisfaire 
à une équation donnée <p (x, y, z ) = o, on aurait 


4 + 4 3r + 4 fa = o. 

dx dy dz 

Éliminant âz entre celte équation et ( 19 ), il ne resterait 
plus que les indéterminées âx, 3y dont on égalerait sépa- 
rément les coefficients à zéro. On aurait donc encore trois 
équations entre les valeurs de .r, y, z, y\ z' relatives n 
cette limite. On agirait de la même manière si l’on avait 
une seconde équation. 

Actuellement il est facile de déterminer les constantes 
arbitraires introduites par l’intégration; car les équa- 
tions obtenues entre x , 1 , z , et ces quatre constantes de- 
vant être satisfaites par x t ,9 ,, z,, et par x,,y,, z,, il en 
résultera deux équations pour chaque limite. Ainsi , pour 
chacune d’elles, on aura cinq équations entre les valeurs 
de x , y, z qui s’y rapportent et les quatre constantes; on 
pourra donc déterminer ces constantes et les valeurs de 
.r, > , z , relatives aux limites. 
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a". Si les variables .r, y, z sont tenues de satisfaire à 
une équation F(.r, y, z) = o, il faudra faire usage de la 
formule (i 5), qui devient, dans ce cas, 


(ao) 




rfN' v d¥ 
<lx ' rfy 


Eliminant z au moyen de I équation F(.r, t , z) = o, on 
aura une équation du second ordre entre .r et ) . En l'in- 
légrant, on connaîtra r, et, par suite, r,en fonction de .r 
et de deux constantes arbitraires. 

I.es valeurs de jc ( , z,, .r,, y„ z , , se détermineront 
comme dans le cas précédent, en observant qu’elles doi- 
vent satisfaire à l’équation F(.r, j, z) = o. On aura 
alors quatre équations pour chaque limite. I.es deux con- 
stantes arbitraires se déduiront de ces équations, ainsi (pie 
les valeurs de .r, y, z relatives aux limites. 


,d jinlicalion à quelques problèmes fniilirufiers. 


191. Ligne de longueur minimum. — Considérons 
d'abord le cas où l’on ne donne pas de condition générale 
entre les coordonnées .r, y, z des divers points de celte 
ligne, c’est-à-dire où elle n’est pas assujettie à se trouver 
sur une surface donnée. 

i. intégrale qui doit être minimum est 


r 


ii.c y i -4-.r'’ -+- z' 


donc 




- fis 

= '■ = —, M = o, 

dx 


W 


v'i +y ’-t-î 


rly 
: ds ' 


v= 


\ 1 -4-y ‘ -i- z 


riz 

ifs 
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Lus équations (i8) deviennent 
tiy ftH' 

j- = °, —r- = o-, 

dx <IX 

N et N' sont donc constants, et, par suite, ) ' et s'. 
Soient 

y' = c, *' = c, 

on en déduit 

r = Cx -4- d, z — C'x -+- <V . 

Ainsi, quelles que soient les conditions relatives aux ex- 
trémités, on trouve, comme ou devait s’y attendre, les 
équations d’une ligne droite. 

L’équation (19), qui doit avoir lieu pour chaque extré- 
mité, devient 

I Sx -4- y'Sy -t- z'Sz — o, 
ou 

dxSx -J- dySy -t- dzSz = o. 

Or il y a trois cas à examiner pour chaque extrémité : 
i°. Si l’extrémité (24 , r, , «,) est fixe, on a 

Sx, = o , <?>,=: o , Sz, ~ o ; 

ses coordonnées .r, , j r , z, sont données, et les constantes 
C, C', < l , <1 devront satisfaire aux deux conditions 


y, ~ Gx, -4- d, z, — C'x, -4- d '. 


2 0 . Si celle extrémité satisfait.! une équation s)= o, 

on aura 


f/F 

<lx 


f/F , d F , 
-7— S y , -4- — — Æz, 
dy dz 


o. 


Eliminant dz, entre l’équation (19) et celle-ci, puis éga- 


lant à zéro les 

coefficients 

de dx, 

et dv,, on 

obtient 

f/F . f/F 

.z/F 

,f/F 

„ - </F 

, f/F 

— — - 3 « ' c - — — 


<1 ou — — 

33* F i ■ 

dz dx 

' dz 

f /r 

dy 

f/x 
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ou 

dV d F dV , rfF 

ilz rfx dy ^ dx 

équations dans lesquelles -.r, j, z sont remplacés par 
* r ' i J n z t • 

Ces deux équations seront jointes à F (je, , y,, z,) = o, 
et aux deux suivantes : 

y i = Gr, -4- d, z, = C'a:, -4- <l'. 

On aura ainsi cinq équations entre .r,, r,» ~t cl les 
quatre constantes. 

3°. Si l’on donnait deux équations entre x,, > ,, z,, on 
arriverait de même à cinq équations entre elles et les 
constantes. 

Ainsi , pour chaque extrémité, soit libre, soit assujettie 
à une ou deux conditions , on trouve toujours deux équa- 
tions entre les constantes, ou directement , ou par l’élimi- 
nation de x,, y,, z |. Donc les quatre constantes pourront 
toujours être déterminées par les conditions relatives aux 
deux limites. , 

195. L’équation («) renferme une propriété géomé- 
trique remarquable de la ligne minimum. En ellét, elle 
exprime que la direction qui fait , avec les axes, des angles 
dont les cosinus sont proportionnels à dx, dy , dz , est 
perpendiculaire à celle dont les cosinus sont proportion- 
nels à dxfày, oz. D’où il résulte que la tangente à la 
ligne cherchée, menée par l’une quelconque de ses extré- 
mités, est perpendiculaire à toutes les directions suivant 
lesquelles cette extrémité peut se mouvoir. Elle est donc 
normale à la courbe ou à la surface sur laquelle doit res- 
ter cette extrémité, si elle n’est pas fixe de position. 

19(1. Supposons maintenant que la ligne cherchée soit 
assujettie .à se trouver sur une surface donnée , ayant pour 
equâtion 

F (r, y, i) = o ; 
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il faudra, dans ce cas, satisfaire à l'équation (un), qui 
se réduit à 

rfF </N __ rfF rfN' JY i dy _ rfF / rfz 

dz dx dy dr di ds dy ds 


Celle équation du second ordre, jointe à la précédente, 
donnera y et z en fonction de x et de deux constantes 
arbitraires. 

L’équation (19) aura lieu pour chaque limite, et dé- 
montre encore que, si elles ne sont pas fixes, la courbe 
cherchée est perpendiculaire aux courbes suivant les- 
quelles elles peuvent se mouvoir sur la surface donnée. 
Dans l'un et l'autre cas, les constantes se déterminent par 
les moyens déjà indiqués. 

. rfF d'y rfF d'z r . 

Iu 7 . I, équation — — = — — — lait connaître une 

1 dz ds‘ dy ds’ 

propriété remarquable de la ligne minimum. En effet, la 
droite qui joint un quelconque de ses points au centre de 
courbure fait, avec les axes, des angles don lies cosinus sont 

, , d'x d'y d'z . . . . . . 

proportionnels a — — , -r— 1 — : et les cosinus rclatils a la 
1 1 df ds' ds 2 


. , , f ... rfF rfF rfF 

normale a la surlare sont proportionnels a —, , — • 

* r rf.r rf> dz 

Or l'équation précédente donne 

d'y d'z 

df' ds' 

rfF = rfF’ 

dy tiz 



fl il est facile de voit' que ces rapports sont aussi égaux à 
d 

i cal symétrie des données relativement à or, > , z 
dx 


Digitized by Google 


SP.COXIIT. PARTI!. 


3.5 I 

montre qu'en dirigeant autrement le ealeul, on aurait 
trouvé ec dernier rapport égal à l’un des deux autres. 
C’est, au reste, ce qu’on peut facilement vérifier. 

En effet, les équations (f>) donnent 


d'y 

d 7 z 

d l y dy 

d'z dz 

d'x 

ds 7 

ds ‘ 

ds 7 ds 

ds : ds 

ds ? 

df 

~ d¥ 

"" d F dy 

rfF dz 

= d¥ 

<h 

dz 

dy ds 

dz ds 

d.r 


comme nous l'avions annoncé*, la direction de la normale 
à la surface se confond donc avec celle de la droite menée 
du même point au centre de courbure de la ligne mini- 
mum. En d'autres termes, le plan oscillateur de cette 
courbe est constamment normal à la surface. 

198. Aire de révolution minimum. — Proposons-nous 
de trouver la courbe plane passant par deux points don- 
nés, et qui engendre une aire minimum, en tournant au- 
tour d’un axe AX situé dans son plan. 

L'intégrale / y y jdx 1 dy 1 devra être minimum ; et x 

n’entrant pas sous le signe f, il est convenable d’appli- 
quer les équations (i 6 ) ou ( 17 ). En prenant les premières, 
et observant que L, ÎS , P,... sont nuis, on trouvera, 
eu désignant par c une constante arbitraire, 


M = c, 

d où l’on tire 



et , en intégrant , 



\jttx' -f- dy' 
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équation d'une chainclle dont les branches infinies s'élè- 
vent au-dessus de l’axe des x, la direction de la pesanteur 
étant supposée perpendiculaire à cet axe. 

Les constantes c , c, se détermineront en exprimant que 
l'équation est satisfaite par les coordonnées des points 
donnés. Si l’on considère le cas le plus simple, où les 
ordonnées de ces points sont égales, la courbe sera symé- 
trique par rapport à la perpendiculaire à l’axe, menée à 
égale distance de ces deux points. Soient a et — a leurs 
abscisses respectives, et b leur ordonnée , on aura d'abord 
c, = o pour que l'équation 11e change pas quand 011 rem- 
place x par — x\ puis 




ce qui détermine c. 

Si l’on pose - — u, on a — = J (c" - 4 -e~“), et l’on con- 

naitra u par l’intersection de la droite y — — et de la 

chaînette y — -+- c~“); la valeur de c s’ensuivra. 

199 . Il n’est pas toujours possible de satisfaire à 1 é- 
qualion 

■}.b e“ 4 - c~“ 


Fai effet, le second membre est infini pour u — o et 
11= ao ; dans l’intervalle, il reste fini et positif : il a donc 

un minimum, et le problème serait impossible si — était 
moindre. Cherchons donc la valeur de — relative à ce 
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2 1, 

minimum : il y aura une seule solution si l'on donne — 
J a 

égal à cette valeur; deux, s’il est plus grand ; et aucune, 

s’il est plus petit. 

I.a valeur de u relative à ce minimum satisfait à 


e“ -+- e " 

« 


Si l'on éliminait u entre cette équation et la précédente, 
on aurait l’équation qui doit déterminer la plus petite 

valeur que - puisse avoir pour que le problème soit pos- 
sible. 

Si l’on observe qu’on a identiquement 

(e“ — e~“) 3 = ( e“ -f- e~“)’ — 4 > 

la dernière équation peut se mettre sous la forme 


e“ e~ 


= \J(c" -h e-‘Ÿ — 4 1 


d’où résulte 

et , par suite, 
Or 


2 b 


=rr" — c~ 


2 b / 4 , 

~iî ~ SJ ~ 1 




/ u 1 n * \ 

' = 2 I il H _ H ^ -4- . . . ) : 

V 1.2.3 I . 2 ... 5 / 


d’où 





Rï 

b 

Ri 


« \ 

12.3 

r~ 1 ^ • • • 

I . 2. . .5 J 


Si l'on néglige ^ dans le second membre, il devient trop 
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petit ; ainsi 


COURS l> 


b 

a 




i 

1 . 2.3 



-K. . 


La réciproque de cette valeur est donc plus grande que 

et si onia substitue dans le second membre, il de- 
b 

vient trop grand et donne une limite supérieure de -• 

11 en résulte une valeur trop grande pour et, en conti- 
nuant ainsi , l’on aura une série de valeurs alternative- 
ment plus grandes et plus petites que et qui s’en rap- 
procheront indéfiniment. On trouvera ainsi 
b 

- = ‘.' 90 b 7 


Il faut donc que le rapport - soit au moins égal à 

1,19967 pour qu’il y ait une courbe qui engendre une 
aire minimum ; et 1 on concevra la possibilité qu'il n’eu 
existe pas, si l’on observe que, lorsque la courbe coupera 
l’axe, les ordonnées deviendront négatives, et l'intégrale 
décroîtra indéfiniment. 

Si l’on a * > 1 ,19967, on a deux solutions; mais elles 

11c peuvent donner deux minima, car il devrait y avoir 
un maximum intermédiaire, ce qui exigerait trois solu- 
tions. Elles ne peuvent non plus donner deux maxima ; 
elles donnent donc un maximum et un minimum. L’in- 
tégrale diminuant jusqu’à l’infini négatif, 011 voit que le 
maximum correspondra à la chaînette qui aura son som- 
met le plus bas, et le minimum à celle dont le sommet 
sera le plus élevé. Cette dernière correspond à la plus 
grande des deux valeurs de c. puisque l’équation de la 
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courbe est 


r = 2 V 


"O- 


et qu’en faisant x — o, on trouve c pour ordonnée du 
sommet. 

200. Maximum de l'aire de courbes isopérimètres. — 
Supposons que les extrémités de la courbe soient don- 
nées, et aient pour coordonnées x,,y t et x, , y, ; T inté- 
gra le qu'il faut rendre maximum est J' ydi r, et l’on 

doit avoir, en désignant par l la longueur donnée de la 
courbe, 


X ■ 


+ /* = /. 


On posera , d'après la règle du maximum relatif, 

J *[tr + + y')d*\ = o; 

x n'entrant pas sous le signe f , on appliquera l'équa- 
tion ( 17 ), et l'on trouvera 

„ Y f * 

J r + *V> + J' 1 = ■ 7 ====== -+■ »•. 


— c ) ij • + y’ 1 4 - * = ° ; 


(7 — f)‘ ’ 

et enfin 

(7 — e Y -H [x — c'y = a 1 , 

c et r désignant deux constantes arbitraires. La courbe <*st 
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donc un arc de cercle; et il reste à trouver les constantes . 
a, c, c. On exprimera d’abord qu’il passe par les deux 
points extrêmes donnés M, IN {fi g- 5 ) , ce qui donnera 

( x , — c)’ -I- {y, — c') 1 = a 5 » 

(x 2 — c)’ -(- (y, — c ') 7 = a’; 

d’où 

x] — x\ — 2c(x, — X.) + y] — y\ — 2 c'(y, — y,) = o, 

équation qui exprime que le centre se trouve sur la per- 
pendiculaire élevée sur le milieu de la droite qui joint 
les extrémités. 

Soit d la longueur donnée de celte droite , on aura 

d ■=. 2a. sin— 1 
la 

équation qui détermine a ; c et c' s’ensuivront, et l’on 
trouvera deux cercles dont les centres O, O' seront symé- 
triques par rapport à la corde donnée. L’un se rapportera 
au maximum, l’autre au minimum : car les deux aires 
sont respectivement égales au trapèze MPQN, augmenté 
ou diminué de la même quantité IVIRN ; donc, si l’une est 
maximum, l’autre est minimum. On en conclut encore 
que celte surface MR N est maximum ; et si la question a 
pour objet l’aire comprise entre la corde donnée et l’arc , 
elle n’est susceptible que d’un maximum, et il est déter- 
miné par l’arc de cercle dont la corde et la longueur sont 
connues. 

Si la grandeur de l’arc et la direction des axes étaient 
telles que le segment MR?f fut coupé par les ordonnées 
extrêmes, cette dernière proposition n’en serait pas moins 
vraie: car, si l’on suppose la courbe déterminée, 011 peut 
y tracer d’une infinité de manières une corde telle que, 
pour un système d’axes convenable, on rentre dans le cas 
précédent. Or, l’aire totale étant maximum, ce segment 
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le sera de même en laissant son périmèlie constant; donc 
il est terminé par un arc de cercle : ce qui 11e saurait être 
pour toutes les cordes qu'on peut ainsi concevoir, si la 
courbe entière n'est pas un arc de cercle. Si les deux 
points M et N se confondent , ou a le cas d’une courbe 
fermée, et l’on voit qu’elle doit former un cercle entier. 

201 . Maximum de la surface engendrée par la révo- 
lution de courbes isopérimètres. — 11 faut, dans ce cas, que 


J f ydx \J 1 4- y ' soit maximum, en même temps que 

r , 

J' dx V i-4- jr'* = / ; on devra donc poser 


ou 


J *[(r + y” + +y>)^] = °. 

J s [(/ 4- *) 1 -+- /’ ^-r] = o. 


Le calcul sera le même tpie dans le cas déjà traité, où 
l’on ne donne pas la longueur de la courbe. Seulement 
y 4- a. est substitué kjr. On trouvera donc 


y 4 - « = 




La courbe est encore une chaînette. Les trois constantes , 
«, c, c, , se détermineront en exprimant que la courbe 
passe par les deux points donnés , et que sa longueur 
est l. 

202 . On démontre en statique que la chaînette est, de 
toutes les courbes isopérimètres, celle dont le centre de 
gravité est le plus bas possible. En admettant cette pro- 
priété, on aurait pu conclure que la courbe qui engendre 
l’aire minimum est une chaînette dont la convexité est 
2' édit. 1 7 
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lotânée vers l’axe, et que celle qui engendre l'aire maxi- 
mum est colle qu un obtiendrait en supposant l’action de 
la pesanteur dirigée eu seus contraire. 

203. Solùle minimum engendré par la révolution de 
courbes isopérimètres . — Soit / la longueur d'une courbe 
qui passe par deux points donnes, et tourne autour d'un 
axe situé dans son plan; le’ solide engendré aura pour ex- 


avee la condition 


pression J' vy'dx. Ainsi J y % dx devra être minimum, 
avec la condition 

J' ilx y’ H-/' = /■ 

On devra donc poser 

f ^[(r : * V * 1 -+• °y 

dr, 

et la condition du minimum sera, en appliquant la for- 
mule ( 17 ), 


y 1 -f- * v' 1 +/’= — 


v ' 1 +/' 


d’où I on lire 


(jr* — r) \/| 4 - y” -+- a = o ; 


,Lr — (r’ — c ) d r 

~ -C)' 


Cette équation est celle de la courbe nommée élastique , 
qui représente la figure d'un ressort en équilibre sous l’ac- 
tion de certaines forces. On ne peut l’intégrer que par 
série. Les deux constantes « et c, ainsi que t'eue qu’in- 
troduirait l’intégration, se détermineraient en exprimant 
que la courbe passe par les deux points donnés, et que 
sa longueur est /. 


Digitized by Google 


SECONDE PARTIE. ? 5q 

204. Brachistochronc. — On nomme ainsi la courbe 
que doit suivre un corps pesant, pour descendre d’un 
point à un autre dans le moindre temps possible. En dési- 
gnant par g la pesanteur, on a 



*g (*< — *), 


en désignant par x les ordonnées comptées verticalement, 
en sens inverse de la pesanteur, et parx, celle du point 
le plus élevé. On tire de là 


dt = 


i ds 

^2g fa — x' 


et, pour satisfaire à la condition donnée, il faudra que 
l'intégrale J' - — — ■ soit minimum ,ou que l'intégrale 

négative J* dx 4^/ ■ ^ — soit maximum ; ce qui 

donne d’abord les équations 


i dy 


i i ii 

X = 


d’où 


— x dt — x ds 


dy c c 

T*=?' jr = ? J + c 


Celte équation montre que la courbe est comprise dans 
un plan vertical. Prenons ce plan pour plan des x et y ; il 
est connu, puisqu’il renferme les deux points donnés. On 
a alors z = o, et il ne reste que l’équation 



d’où 


dy - _ 



< 7 - 
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Si l’on change .r, — .r en x, cette équation devient 



ce qui s’intégrera facilement. 

Cette courbe est une cycloïde dont nous allons recon- 
naître la position. 

B et C (Jig. 6) étant les deux points donnés , la trans- 
formation que uous avons faite revient à prendre l’ori- 
gine en B, et l’axe des x dans la direction de la pesan- 
teur. Dans ce système d’axes, une cycloïde dont la base 
serait BY et l’origine en B, aurait pour équation diffé- 
rentielle 



a étant le rayon du cercle générateur. 

La courbe cherchée est donc une cycloïde dont la base 

cstBY, le diamètre du cercle générateur -» et dont l'une 

des extrémités de la base est B. 

La constante c se déterminera en exprimant que l’équa- 
tion finie de la cycloïde est satisfaite par les coordonnées 
du point C. 

205. Supposons maintenant que les deux points ex- 
trêmes, au lieu d’être fixes, soient assujettis à se trouver 
sur des courbes données. On parviendrait, comme dans le 

premier cas, à l’équation y —% z -+- c", qui prouve que la 

courbe est encore située dans un plan vertical.. Ce plan est 
inconnu , mais l’équation de la courbe, rapportée à des 
axes pris dans ce plan , n’en aurait pas moins la forme 
déjà trouvée ; d’où l’on conclut que cette courbe est une 
cycloïde dont la base est horizontale et dont l’origine est 
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au point de départ. Tout se réduit à trouver les coordon- 
nées des deux points extrêmes et le rayon du cercle géné- 
rateur. Les deux limites étant indépendantes l'une de 
l’autre , ou devra avoir, pour la première, l'équation 

(«)f J '~,tx — (V — N/— NVjJtîx,— 1%, — N'fo, = 0 . 


Dans Je cas actuel , ou a 


T" Z 

y 

X 


N 


y 


lY: 


V^r, — x \Ji 4- y ' 7 4- 

t' 


rfV 

dx x 


<ls 

dx 


^x, — x\/l -h y ’ 7 + i' 1 

— i v/t + y" *" _ 

• 2 ’ 
(x, — x y ■■ 2 (x, — x,) 3 

L’équation («) deviendra donc 


[/:, 


(x, — x) 7 rts 


^ 1 4-r , 4-i ,? — V +cy 4- c's' Dx,(_ 0 . 


— xSy, — c'Sz, 


L’intégration j>ar parties donne 


/- 


(x,— x) 1 


— - — dx^i -hy a -f- 2 ,J = — (x K — x) 


A*.-*) _ v + , (o .„ + cV) dx 

J \! 1 + y ' 7 + 1 ' 7 

= — v 4-cr' -4- cV. 

Il laut , dans celle dernière quantité, substituer à x suc- 
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cessivemenl X, et x,, et relraucher le second résultat du 

premier. Pour éviter la difficulté relative au facteur 

J_ 

(x, — x) % qui devient infini , nous prendrons d’abord 
une limite différente de x, , et nous opérerons les ré- 
ductions; puis nous passerons à la limite x,. Les trois 
termes V — cy — c'z' , relatifs à cette limite qui tend 
vers x,, seront détruits identiquement, et il restera enfin 
l’équation 

( b ) ( — V cy' -f- c'z'), Sx i — cSy, — = o. 

En substituant les valeurs de V, c, c , on trouve 


V -+- cy’ -+- c'z' = 


^x, — x \Ji ■+■ y ' 1 -f- z ' 2 ’ 

et l’équation (A) devient 

dx, Sx, ■+■ dy , Sy , -H dz, Sz , o. 


Elle exprime que le dernier élément de la combe cher- 
chée est perpendiculaire à la direction de la tangente à 
la première courbe donnée, au point de départ. 

L’équation relative à la seconde limite est 

(V _ N/ _ NV), Sx, -+- Nir, -l- WSz, = o, 
ou 

itx,Sx, -f- dy.Sy, -+- dz,Sz , — q, 

ce qui montre que le dernier élément de la cycloide est 
perpendiculaire à la tangente à la seconde courbe don- 
née, au point d’arrivée. 

Ces diverses conditions déterminent la cycloïde dont 
le premier élément est toujours vertical, et la base hori- 
zontale. 

Si les deux courbes étaient dans un même plan ver- 
tical, les propriétés que nous venons de démontrer prou- 
veraient que les tangentes aux courbes données, aux 
points de départ et d’arrivée, sont parallèles entre elles. 
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Calcul des différences fanes. 

200. On appelle différence d'une variable, l’accrois- 
se ment fini qu'elle reçoit. Les dillërenccs des fonctions 
sont déterminées par celles des variables dont elles dé- 
pendent : 011 les désigne toutes indistinctement par la ca- 
ractéristique A. 

La différence entre les deux valeurs que prend une 
fonction quand la variable dont elle dépend prend deux 
valeurs successives, se nomme la différence première de 
cette fonction. Cette différence est, en général , une fonc- 
tion de la même variable ; et sa différence première, corres- 
pondante à un nouvel accroissement égal de celte variable, 
se nomme la différence seconde de la fonction. La diffé- 
rence de la différence seconde est la différence troisième 
de la fonction; et ainsi de suite. Si l'on désigne par 11 
celte fonction, ses différences successives sont représen- 
tées par 

A«, A’a , A'/t , . . . , A 

207. Supposons généralement que la différence A.r soit 
une fonction déterminée f(x) , et soient 

t 

X, X,y Xjy y ... y •£“*--(, X m y tlC. J 

les valeurs successives qui en résultent pour la variable x ; 
de telle sorte que l’on ait 

x, = x -f- A* , x, = X, -f- Ax, , x, = x, -f- Ax , , . . . , 
x* = x„_, Ax„_, , 

équations qui pourront encore s’écrire de la manière sui- 
vante : 

x, = x Ax , 

x, = x -f- sx -4- Ax, , 

x, — x -f- Ax -+- Ax, + Ax,, 

x„_ , — — x -f- Ax -f- Ax, -t- Ax, , 

x m = x -t- Ar -f- Ax, -f- .. -|- Ax„, ._, . 
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Toutes ces expressions peuvent être considérées comme 
dépendant uniquement de la première valeur arbitraire x; 
car A r étaut une fonction de x, x, ou x -f- Ax l’est de 
môme. Ax, ou J'(x ,) est donc aussi fonction de x seule- 
ment, et par suite aussi x, , qui est égal à x + Ax -f- Ax, . 
De même, Ax, ou J \x,) sera fonction dejr seulement, et 
par suite aussi .r s ; et ainsi des autres indéfiniment. 

11 est encore utile d'observer que chacune de ces va- 
leurs successives peut se former de la précédente, en y 
changeant x en J’ -+- Ar. Eu effet, supposons qu'il eu 
soit ainsi jusqu’à x,„_i inclusivement, et changeons x en 
x+ Ax dans ,r m _, : son premier terme x devient X+ Ar; 
son second terme Ar devient Ar, ; son troisième Ar, de- 
vient Ar, , et enfin son dernier devient Ar m _, ; par con- 
séquent, x,„_, se trouvera changé en x m . La proposition 
est donc générale, puisqu’elle est vraie pour x, . Si main- 
tenant on considère une fonction quelconque u = ®(x), et 
que l’on désigne par 

ii, h,, 

les valeurs correspondantes à .r, x, , . . . , x,„, chacune de 
ces valeurs successives de « pourra être considérée comme 
fonction de x seulement, et se déduira de la précédente 
en y changeant x en x-(- Ax; car, puisque l’on a géné- 
ralement 

1 = ?(*■-■), 

et que x„, ne dépend que de x, et s’obtient en cliangeant 
x en x + Ax dans x,„_ t , u m sera aussi fonction de x seul , 
et se déduira évidemment de par ce même change- 
ment. 

208. D’api ■ès la définition que nous avons donnée des 
différences successives , la seconde différence A’h sera 
l’accroissement que prendra Au quand on y changera x 
en x -f- Ar; la troisième différence A *u sera l’accroissc- 
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ment de A *u résultant du môme accroissement Ax, que 
l’on y fera subir à x; et ainsi de suite. 

De môme, Am, étant l’accroissement de u, relatif à l’ac- - 
croissement Aï - , donné A x,, A ! m, sera l’accroissement de 
Au, quand on y fera croître x, de Ax, ; et de môme pour 
les différences suivantes. On voit donc que les différences 
successives de m, seront les mêmes fonctions de x, que 
celles de u le sont de x; et il en sera de même pour les 
différences de u ,, m s ,..., u m , etc. Il résulte de là que 
toutes les différences de u m s’obtiendraient en changeant 
X m _, en x„, dans les tülférences correspondantes de u m _, ; 
et, comme on a vu què ce changement s’opère en substi- 
tuant x -f- Ax à x lorsque l’on considère X,„_, comme 
exprimé en fonction de x, il s’ensuit que les diflérences 
d’un môme ordre quelconque des quantités 

U y U I, u 3f . . , 9 H/n—1 t "mi 

se déduisent chacune de la précédente, en y changeant x 
en x -f- Ar. On observera encore que, pour obtenir A"n (1 , 
c’est-à-dire l’accroissement de A dans lequel on 
change x,, en X, -4- Ax,,, il suflit de prendre l’accroisse- 
ment que prend A'‘~'u ; , considéré comme fonction de x, 
dans lequel on changera x en x -f- Ax. 

Ces propriétés appartiennent aux différences succes- 
sives de x, comme à celles de la fonction quelconque u. 

§ 20U. Il est facile d’exprimer la différence A "'u au moyeu 
des m -+- i valeurs u, h,, i/,„. ••Çf. 

F.n effet , on a d’abord * 

: ** * 

\u = II, — il. 

Pour obtenir A *it, il faut, dans l’expression de Am, chan- 
ger r en x -f- Ax, et prendre l’accroissement résultant. 
Celte substitution changeant respect Lvcincut m, ci m en m, 
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A’tt = lt 2 — 2 tt, «. 

De même A ’u sera l'accroissement de l'expression de 
A’n , dans laquelle on changera x eu x -|- Ar, et l’on 
aura 

A J « = u s — 3 «i -+- 3«, — ii. 


On voit jusqu’ici que les indices de il décroissent d’une 
unité, depuis l’ordre de la différence jusqu’à zéro; que les 
coefficients sont alternativement positifs ou négatifs , et 
sont égaux à ceux de la puissance de même ordre d’un 
binôme. Or, la manière dont on passe d’une différence à 
la suivante prouve que celte loi est générale. 

Eu effet , si l’on a 

S’u = it n — A,«„_, A ,m„_2 — ... 

■4* A.p u a—p Aj, + i«„_p— i -t- . . . , 


la différence suivante sera 


A*- 1 -'» = M„ + , — A, 

! «a 

— . 

+ 

a. 

< 

i 

— ! 

1 «4- A, 


- A p \ 


La loi des indices de u est donc la même pour cette 
différence, et les coefficients se forment de ceux de la pré- 
cédente, en ajoutant, en valeur absolue, chacun d’eux à 
celui qui le précède: donc, si, pour une différence, ces 
coefficients sont ceux de la puissance du même ordre d’un 
binôme, tel que a — o, ils seront soumis à la même loi 
pour la différence suivante. Donc cette loi est générale, 
puisqu’elle a été reconnue pour la seconde différence. 

On a donc , quel que soit m , 


m (ni — i ) , 

( i J A"» ss u„ — mu,., H rfc n : 


1 . 2 . 


le dernier terme sera positif si /« est pair, et négatif dans 
le cas contraire. 
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210. Réciproquement, ou peut exprimer au moyen 
de u et des m différences Au, A A "‘u. En effet, 
on a 

u, = u -+- Au , u, — u -+- 1 Su -4- A’u, ... ; 
et , comme on a , en général , 





Un = 

-4- 

Au„_p , 


on 

voit 

que, si l’on a 






««- 

■ = «-+- 

A,A« -4- 

A, A ’u 4- . • . 





■+■ A pWu -H 

.AP+'u-t-. . . 

» 

on 

aura 






Um 

= u 

■+■ A, 

Aw -f- Ai 

A’u -I- . 

. . -f- A p+t 

Ar+‘« 4- 



-f- ! 

-h A, 


-+- A^, 



Donc, si les coefficients des termes de sont ceux du 
développement de (a -f- 6)" _I , les coefficients des termes 
de u„ seront ceux de (a -+- 6)“ : quant aux indices des dif- 
férences, ils croîtront de même depuis o jusqu’à n. Or 
ces lois ont lieu pour u a ; donc elles sont générales, et 
l’on a 


(a) 


u„ = u - +- m\u -+- 


*) 


1 .2 


A’u ■ 


A"«. 


L’analogie entre les seconds membres des équations ( 1 ) 
et ( 2 ), et le développement de la puissance /«d’un binème, 
permet de les remplacer par les équations symboliques 
très-simples 

A"« = { u — l)', u m = (1 4- Au)", 

dans lesquelles il faut entendre que les exposants des puis- 
sances de u et Au sont remplacés par des indices. 

211. Différentiation des fondions. — La différence 
première d’une fonction u = F(x) est F(x-|- Ar) — F(x). 
à oyons ce que devient cette différence et celle des ordres 
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suivants, quand on prend pour F(x) les fonctions simples 
x,„ , a ' , logo. - , sinax, cos«x, et que l’on suppose Ax 
constant. 

Soit d’abord u — Ax"‘ ; m étant positif, on aura 

[ m(m — 1 ) 
rax* ‘ ' Ax -f- — = Ax ; -t- . . . -+- Ax* ■ 

l,a première différence d’un monôme est donc d’tfn de- 
gré moindre d’une unité; et il en est de même d’un poly- 
nôme quelconque, puisque la ditlérence d’une somme est 
la somme des différences. 

Il résulte de là que la différence m ,,me d’un polynôme 
entier du degré ni est indépendante de x. Soit , par 
exemple , 

« = A x* -+- A,-*"- 1 -H ... -+- A, ; 

pour la trouver, il suffira , dans chaque différence succes- 
sive, de considérer le terme du degré le plus élevé : car 
les termes fournis par les autres disparaîtront, au plus 
tard , à la dernière différentiation ; donc ils ne changeront 
en rien le résultat. Il n’est donc nécessaire de calculer que 
la différence m‘ tmr de Ax m . 

Sa première différence a , pour premier terme, 

A /n.r" , — 'Ax, 

et nous négligerons tous les suivants dont le degré est 
moindre. La différence de ce premier terme, dans lequel 
nous supposons Ax constant, a, pour premier terme, 

A m(/n — i)x“ — ’Ax’ , 

et nous négligerons encore les suivants. 

En continuant ainsi , l’on arrive évidemment à 

A m u = A/n (»» — 1 ) (ni — 2) ... 2 , 1 Ax". 
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La différence m ,imr étant constante, quel que soit x, les 
différences d’ordres plus élevés seront milles. 

212. Si l’on considère le produit de « facteurs, crois- 
sant par degrés égaux à Ax , 

u = x (jr -f- Ax) (x -f- 2 Ax) ... [x -+- (n — i ) Ax] , 

on trouvera immédiatement 

Au = (x -t- Ax) (x -f- 2Ax). . . [x -f- (n — l) Ax]uAx, 

A’u = (x -f- 2Ax). . . [x (u — l) Ax]«(n — i)Ax’, 

A"u — n (n — 1). . . 2. 1 Ax". 

Toutes les diiférences suivantes sont nullcs. 

Si l’on avait 


ou trouverait 

Au = 

A’u — 

A 11 = 


X (x -f- Ax) . . 

. [x + (fl — 1 ) Ax] 

— 

nlx 

x (x -t- Ax) . 

. . (x -f- nAx)' 

”( 

n -f- 1 ) Ax 1 

x(x -t- Ax). 

. . [x -H (n -+- i)Ax]’ 

— n(n -f- 1) (n ■+■ a)Ax J 

x (x -t- ax) . 

. . [x -h (u -4- 2) Ax] ’ 


et ainsi de suite indéfiniment. 

213. La formule générale (i) devient, dans le cas de 
11 = x ", 

A "u = (x -+■ rn Ax)* — m\x -t- (m — i) Ax]" 

m(m — 1) r , , , , . . 

-| - ' [x -t- [m — 2) Ax]" „,q:)i((i + Ax)" ± x". 


Si ni = n, le second membre est égal à i . 2 . 3 . . . ., 11 Ax", 
quel que soit x. Si , dans ce cas, on fait x= o, 011 obtient. 
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quel que soit le nombre entier n , 


, .77(77 — 0 / . 

zi* — n[n — i)* 4 v - — - (n — 2)* — ... jp. n 4- 1. 2 . 3 . . . n. 

Si l’on a m^> n, A m u est nul , et l’on a , en faisant x = o, 
. , 777(777 — 1) , . 

771* 777 (TW I )" H 5 — - ( 771 2)" 4- . . . np 771 = O. 

Ces deux formules remarquables sont utiles dans la 
théorie des nombres. 

214. Soient maintenant 

• u = o*, 

on aura 

Au = < 7 x Ax — n* = a* (a** — 1); 

donc 

A’u = a*(a 4jr — i) 1 , 

A’tt = « X (« AX l)% 


215. Soit 


A*«= a*(a Ax — i)" 
U — logx, 


Au = log (x 4 - Ax) — logx = log^i 4 - • 

21 G. Soit 

u = sin (ox 4- b), 

A u = sin(«x 4- «Ax 4- b) — sin (ax 4- b) 


. a Ax 

2 sin cos 

2 


( ax+ ' f r + 6 ) 1 


Si u = cos (ax 4- b), on aura 

au = cos (ax 4- «Ax 4 -b) — cos(ux 4 - b) 


. a Ax . / «Ax ,\ 

— — 2 sin sin ax 4 H b 1 • 

î \ ? / 
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î-7* 


Au moyen de ces deux formules, on obtiendra 


A" sin(«x + b) — — 4sm’— sin(ax -H «Ax 4- b), 
cl , en général , 

in 

sin(nx 4 - na\x 4 - b), 

( /7 ,\ r *\ -W-+-I 

A’* + 'sin(flx4-i)=±2 , ' ,+l ( sin - — J cos[flx4-(«4-ï)flAx4-4]; 


/ aajc' 

A’" sin(ax 4 - b) = ziz 2 ^ sin-^— 


les signes supérieurs devant être pris lorsque n est pair, et 
les signes inférieurs quand n est impair. 

On ferait un calcul semblable pour cos ax . 

217 . La différence m' i '" , A m 'u peut s’exprimer générale- 
ment*au moyen des dérivées de u. O11 peut aussi la repré- 
senter par une formule symbolique très-simple. 

On a d’abord 


du 

A « = —Ax 4- 
dx 


d 2 u Ax 1 
dx 1 1.2 


Si l’on change u en Au , on aura A’i/ , et il est facile de voir 
qu’aucun terme ne renfermera une dérivée d’ordre infé- 
rieur au second. En continuant ainsi, 011 reconnaît que 
A "'u sera de la forme suivante : 


d m u d^'u 

A "“ = A ^ AxJ " + A ’ 


les coefficients A , A,,... étant indépendants de la forme de 
la fouction u. 

Pour les déterminer, posons u — e*, l’équation devien- 
dra , en supprimant le facteur e-% 

(c 4x — 1)" = Ait" 4- A,Ax" ,+ ' 4 - ... ; 
et, comme Ar est indéterminé, les coefficients des mêmes 


t 
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quel que soit le nombre entier n , 

, . nin — i) , , 

n* — n [n — 1 )* 4 — - — (n — 2 )" — . . . qp n 4- 1 . 2 . 3 . . . n. 

Si l’on a m^> n, A m u est nul , et l’on a , en faisant x = o, 

, . m[m — 1), . 

m* — m[m — i)“4 > ■ (m — 2 )" 4- . . . ip m = 0 . 

Ces deux formules remarquables sont utiles dans la 
théorie des nombres. 

214. Soient maintenant 


on aura 
donc 


Au 




u 

= «*, 


= «,*+** - 

- a* = 

a 1 (a 

A ’« 

— 

a* 

(« Ax - 

>)’» 

A ’u 

= 

a* 

(a**- 

«y* 

A m u 

= 

a T 


>r- 


U 

zzz 

: logx, 



4 1 


215. Soit 
on aura 

A u = log(x -4- Ax) — logx = log( 1 4- — J- 

216. Soit 

u = sin [ax 4- b), 

Au = sin(«x -f- «Ax 4- b) — sin(«x 4 - b) 

. «Ax / «Ax ,\ 

= 2sm cos { «x 4- 1- b ! • 

2 \ '2 ) 

Si u = cos(ax 4- b), on aura 

4 « — cos(«x 4- «Ax 4 -b) — cos(«x 4 - b) 


. «Ax . / «Ax 

= — 2 sin - — sin ax 4 h o 1 • 

* \ * / 


< 
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7 .-] I 

Au moyeu de ces deux formules, ou obtiendra 


A" sin ( ax -+- b) = — 4 s * n ' sin [ ax + <iü+ b), 
et , en général , 

( (7 Ajr\ *** 

sin-^-J sin(nx ■+■ naXr -+- b), 

( n r \ 

sin-j-J cos[flx-t-(/t-t-f)<7Ar+i]; 


les signes supérieurs devant être pris lorsque n est pair, et 
les signes inférieurs quand n est impair. 

On ferait un calcul semblable pour cosctr. 

217. La différence m‘‘"“A’"u peut s’exprimer généralc- 
ment"au moyen des dérivées de u. On peut aussi la repré- 
senter par une formule symbolique très-simple. 

On a d’abord 


du tl 2 u Ax’ 

Ah = — Ax -+- — 

<ix ax 1 i .2 


Si l’on change u en An , on aura A'u , et il est facile de voir 
qu’aucun terme ne renfermera une dérivée d’ordre infé- 
rieur au second. En continuant ainsi, on reconnaît que 
A sera de la forme suivante : 


(t m U 

A "« = A — Ax" 
dx m 


d^'u 

A, -T-— Ax" +I 
dx” + ' 


les coefficients A , A,,... étant indépendants de la forme de 
la fonction u. 

Pour les déterminer, posons u = e', l’équation devien- 
dra , en supprimant le facteur e x , 

(e âx — i)" = A Ax" -f- A,Ax" +l + . . . ; 
et, comme Ar est indéterminé, les coefficients des mêmes 
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puissances devront être égaux dans les deux membres ; ou 

connaîtra donc A, Ai,.... 

La valeur de A "’u peut se représenter par une formule 
symbolique, en observant que le second membre de la 
dernière équation se changerait dans la valeur de A '"u si 

l’on substituait ^ Ar à A:r, et que, dans les puissances 

de ~ , l’exposant du numérateur fut changé en indice de 
différentiation. On aura donc, dans ce sens, 



218. Lorsqu’on sait trouver la différence de deux fonc- 
tions, il est facile de trouver celle de leur produit, ou de 
leur quotient , au moyen des formules 

A(ur) =: cA « -t- «Ai’ -I- A« An, 

u cAa — «Ar 

v <’|V -f- Ar) 

Si l’on considérait les produits de plus de deux facteurs, la 
formule se compliquerait rapidement. Dans le cas où ils 
seraient égaux, on trouverait immédiatement 

A (a”) = nu"—' 'Au -I- — «"' ’Au’ -4- ... -H Au". 

1.2 

Calcul inverse des différences. 

219. L’objet qu’on se propose dansée calcul est de 
remonter de la différence d’une fonction à cette fonction 
même-, ou, plus généralement, de déterminer une fonc- 
tion quand on connaît une rclatiou entre elle, ses diffé- 
rences d’ordre quelconque et la variable indépendante. 

La différence d’une quantité indépendante de la variable 
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étant zéro, il s’ensuit que, lorsqu’on aura trouvé une fonc- 
tion d’après une différence donnée, on pourra lui ajouter 
une constante arbitraire, et l’on aura une solution plus 
générale de la question. Mais ce ne serait pas la plus géné- 
rale, comme dans le calcul infinitésimal ; et, pour l’obte- 
nir, il faudrait ajouter à la fonction trouvée la fonction la 
plus générale ayant pour différence zéro. 

Or, si l’on donne à x l’accroissement A.r, toute fonction 
périodique de x ayant A.r pour période prendra un ac- 
croissement nul, à partir d’une valeur quelconque de x ; 
et, réciproquement, il n’y a qu’une pareille fonction qui 
soit dans ce cas pour toute valeur de ,r. On voit donc que, 
lorsqu’on donne l’expression de la différence d’une fonc- 
tion de x, relative à la différence Ax de cette variable, il 
suflira de connaître une fonction particulière qui satisfasse 
à la question ; et l’on obtiendra la solution la plus générale 
en lui ajoutant une fonction périodique arbitraire, ayant 
pour période la différence donnée A x. 

On sait que toute fonction périodique peut être repré- 
sentée par une série convergente, dont le terme de rang 
n -4- i a la forme 

. Utr.x in— x 

A„ sm — h B„ cos — - — , 

/ étant la grandeur de la période. On voit donc que, dans 
le problème inverse des différences, la constante arbi- 
traire sera remplacée par une série dont le premier terme 
sera constant, et le terme de rang n - 1- t , 

. 7.H1ZX •y.nr.x 

A„ sin — 1 - B„ cos — 

ir \x 

('/est là ce que nous désignerons, pour abréger, sous la 
déuominaliou de constante arbitraire. 

Nous représenterons par En la fonction générale dont 
2* rtlit. iS 
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la différence première est «; par 2?//, celle dont la diffé- 
rence seconde est //, et ainsi de suite. 

220. Si l’on considère une valeur quelconque x„ de la 
variable et une autre valeur x telle que x„ = x -f- // Ar. 
n étant un nombre entier quelconque, il est facile d’ex- 
primer l'accroissement que prend la fonction F(x) dont 
la différence est «, lorsque la variable passe de x à x„ ; 
car il est la somme des accroissements correspondants 
aux valeurs x, x + Ar,..., x (n — i)Ar. et sa va- 
leur est, par conséquent , 

« -+- U, -+- it, ■+- . . . -+- ; 

ou a donc 

K(x.) = F(x) -+- u «, -+-... -t- 

I.a fonction F (x), dont la différence est u . peut être con- 
sidérée comme renfermant une constante arbitraire, ou 
plutôt comme étant elle-même une constante arbitraire, 
si l’on particularise la valeur x. 

Si on la désigne par C , et qu’on représente par Su,, la 
fonction la plus générale qui a pour différence n„, on 
aura la formule suivante : 

( I ) ï«„ = C -4- l‘ ■+- «i -+- «: -h ■ • • +- 

221. Il est nécessaire d'observer que la fonction pé- 
riodique qui entre dans C devra être traitée comme une 
quantité indépendante de x, dans les intégrations. Fn 
effet , supposons qu’on cherche la fonction la plus géné- 
rale dont la différence soit la fonction <f, dont la période 
est Ar. Si l’on considère une valeur quelconque de x, et 
toutes celles qui eu diffèrent d’un multiple quelconque 
de A r, les valeurs correspondantes de la fonction cher- 
chée seront les mêmes que si ç était remplacer; par une 
constante égale à sa valeur relative à la première valeur 
de s. Donc, en traitant comme on traiterait une qttan- 
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tité indépendante de x, on aura la fonction dont la diffé- 
rence est <j>. 

On peut d’ailleurs le vérifier bien facilement. En effet , 
la fonction dont la différence est une quantité a , indé- 
pendante de x, est ~ -f- C, C désignant une constante 
arbitraire dans le sens déjà défini. 

Or la différence de Ï1ÜL ,. s t Jonc -f- C sera la 

Ax 1 AX 

fonction la plus générale avant pour différence o ; et 
comme elle ne dillèrc de la précédente que par le chan- 
gement de a en © , il s'ensuit que ces fonctions périodiques 
doivent être traitées dans les intégrations comme les con- 
stantes proprement dites. 


Intégration des fondions. 


222. Nous commencerons par faire observer que tout 
facteur constant peut être placé indifféremment sous le 
signe S, ou en dehors; et que l’intégrale S d’une somme 
est la somme des intégrales des parties qui la composent. 

Cherchons d’abord l’intégrale de .r"*, c’est-à-dire la 
fonction qui croit de x “ quand on y donne à x l’accrois- 
sement Ar, et que nous désignons par Ex"‘ ; pour cela , 
remarquons que l'on a 

, , . , (ai -t- i ' (ai) 

A(x"~ M ) = ( in -t- i)x"Ax -1- — — — - .r^'Ax’ -t- . . Ax* +I ; 


prenons maintenant l’intégrale de chaque membre, et 
considérons la constante arbi traire comme renfermée dans 
les sommes indiquées; nous obtiendrons 


: (m 4- i )Axïx* -+- 




t .3 


-Axïj 


L ,w + - ') 

1.2.3 


. -t- Ax* ,+ 'ïi, 

18. 
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d’où 

x" +l m \x 

v.r» ïr"“' 

[ni -(- 1 ) Ax 1.2 

_ **" v,, 

1.2.3 ” »i -H i 

Si l’on donne successivement à m les valeurs o, i , a , etc. ; 
on obtient, en désignant par C. une constante arbitraire, 




X 3 

i. y 1 

c, 


2 Ax 

7 •* -t- 


.r 3 

lr’ _i_ 

Ax 

r 4. f 

3 Ax 

J ** ' 

¥ 


x' 

- - _L j* 1 _ î _ 

Ax 

•r’ 4- C, 

4 Ax 


T 

x 3 

i r t l 

A*r 

Aj~* 

5 Ax 


T 

JT 3 -7— JT -f- 

io 


C. 


\ 


Connaissant Sx" 1 , on pourra déterminer 2*x“ en cher- 
chant, d’après les formules précédentes, l’intégrale de 
chacune des parties de Zx™, et ajoutant ensuite une con- 
stante arbitraire. On trouvera ainsi Z s x"*, Z 4 .?", etc. , et 
à chaque intégration il s’introduira une nouvelle constante 
arbitraire. 

223. Nous avons obtenu précédemment la formule 
A[x(x -f- Ax). . .(x -f- «Ax)] 

= (* ■+■ Ax) (x -f- 2 Ax). . . (x -|- /lAx) (n -+- i)âx.; 

donc 


£(x -f- Ax) (x -+- 2 Ax). . .(x + «Ax) 

= ( T + TJ aI x ( x + • •(* + + c - 
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Nous avons encore trouvé 


“l_x(x -+- Ax). . .(x + «Ax) | x(x+ Ax). . .[x-t-(rt-f-i)Ax ] 1 
donc 

•%ri t 


— ("+<) 


Xx 


c(x -+- Ax) . . . [x -f- (« -f- i ) Ax] 


(n - (- 1 ) Ax . x(x -t- Ax) . . . (x + n Ax) 


c. 


22i. Déterminons maintenant Nous avons vu que 
l’on avait 

A a* = a‘ (<r Ax — i); 

on aura donc, en intégrant les deux membres, puis divi- 
sant par a Ax — i , 

y — f- c. 

** o Aj: — i 

et, par suite , 


2f- = 


a* 




i> 


-t- î'-'C. 


2" _1 C se déterminera par le moyen des équations (3), en 
cherchant successivement £'C, S’C, etc. 

223. Nous avons trouvé 

. aAx / «Ax \ 

A sin(ax -t- 6 ) = 2 sin — - cos I «x -t- — 1- b J , 

, ,, • «A* • / flAx A 

A cos(ux -f- b) = — 2 sin-— sin I «x H — h b J • 

Intégrant les deux membres, et remplaçant or-f- ~ para:, 
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2 sin [ax + 4) = — 


aXi: 


yLx H- b- ^)+C, 


2co*( a - r + 4) = ~nXz s ' n ^" x "+" ^ | -+- C. 


a sin 


226. Développements de l'intégrale 2 en séries. — 
IVous avons trouvé précédemment la formule 

n(n — i ) 

u a = « -t- //Au -+- A’« . . . . 


Si l’on suppose que la valeur u corresponde à x — o et 
que u„ corresponde à .r = nilx, et soit désigné par u A , 
on aura 



formule qui donne l’intégrale de v au moyen des valeurs 
de r et de ses différences, relatives à x — o, et de la con- 
stante arbitraire C, qui est la valeur que doit avoir 2e 
pour x = o. 

Si les différences deviennent nulles, à partir d’un cer- 
tain ordre, la série est composée d’itn nombre fini de 
termes. 


Digitized by Google 


SFCONIIK l'MlTlF. 


2 79 

Si l oti demandait l’intégrale seconde d’une fonction , 
on connaîtrait la différence seconde de l’intégrale. Ainsi , 
dans le développement de c/ x ,on connaîtrait A'u, A*u,elc., 
et l’on pourrait prendre arbitrairement u et Au. 

Posant 


a K, = r, 


", = 1 V, 


i'il = l'„ 


on aurait 


2 ’" =c + c 


ix 


4- 


Ax \Ax ) 


C et C' étant deux constantes arbitraires. On déterminerait 
ainsi une somme d’un ordre quelconque, au moyen de la 
fonction donnée e et de ses diflércnccs, dans lesquelles on 
ferait x = o. Il est facile de voir que l’on pourrait partir 
de toute autre valeur particulière de x. 

227. On peut encore exprimer l’intégrale )lu au moyen 

de l’intégrale J'udz, et des fonctions u i ~j~' etc. 

En effet , le théorème de Taylor donne 


(lu 

d ! u Ax 1 

A u = — Ax 

-h "7 

dx 

f/x' 1.2 

yridu 

= “ 2 ® + 

Ax' ri rf’tt 
1 .2 2ddx* 


d-'u Ax' 




“H • • . • 


Si l’on prend loutes les sommes nulles pour x = x 0 , el 
qu’on désigne par u 0 la valeur de u correspondante à 
on aura 


u 


f/ ( > 


^r^du A.r* ^f/ ! « Ax 3 «r t/'/i 

•Ar/.j i.?. 2ii/r 1.7.3 Aj/r* 


d’où l’on lire 


2 du 
dx 


Ax 


Ax d ! n A J? yr%d il 

1 .2 2*(lv- 1 .2.3 
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Si l’on remplace successivement u par j luit et par 


dx 


* etc. , ou obtient 


udx ■ 
du 


A.r 

1.2 

A x 


y (lu 
4(1 JL' 


SX- 

2.3 

Ai 


^ d>*u 
2*ix' 


2-ix: 

r\d‘u i r/rt Ax -^yd'u Sx 1 <7’« 

Jmàdx' Ax dx 1.3 Jmddx 3 1.2.3 Jmdtlx' 

1 Ar ^id'u Ax 1 •r\d i u 

Jmddx* Ax dx ’ 1.2 <2jdx‘ 1 . 2.3 2ddx* 


les termes en dehors des signes Z devant être pris entre 
les mêmes limites x 0 , x. 

Reportant dans la valeur de Zu celles de 


etc. , on obtient une équation de la forme 

2 i C x , « — u, du „ d'u 

u = — I udx h AAx — — !- BAx’ -+- .... 

Ax J z 2 dx dx 1 


On déterminera les coefficients A, R, etc., en posant 
u = c* et J'« = — oo , ce qui donne l’identité 


i 




AAx 


BAj’ 


Le développement du premier membre fera connaître 
immédiatement les coefficients A, B, C.... Or il est facile 
de démontrer que tous ceux qui multiplient les puissances 
paires de Ar sont nuis. Pour cela, nous ferons passer le 
terme — | dans le premier membre; il suffira alors de faire 
voir que l’exp ression résultante jouit de la propriété de 
changer de signe sans changer de valeur lorsque l’on y 
change Areu — Ar: ou, en d'autres termes, que l’on 
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. — s- 11 '— i 2 c Ar — i 2 * 

ce qui se vérilic immédiatement. 

On a donc 


B = o, I) = o , F — o ... . 

On trouvera ensuite 


A 



et, par suite, 




Les coefficients numériques qui multiplient — ■> 




— r — , etc. , se nomment les nombres de Bernoulli. 
2. 3 . 4. 5 . 6 

Leurs valeurs sont 



B, = 


3o’ 




B, 


5 

66 ’ 


etc. 


La formule de est assez compliquée. 

En faisant usage de ces nombres, la formule ( 1 ) de- 
vient 
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228. Si l’on considère la suite des valeurs que prend 
une fonction u de x, lorsque x croit par degrés égaux , de- 1 
puis une certaine valeur jusqu’à une autre, on aura une 
série dont la différence sera la fonction u, dans laquelle 
on donnera à x sa dernière valeur augmentée de Ax. 

E 11 effet , posons 

x rrr nX r, et S «„ = « + «, + «1 + ll„ 

le premier terme « correspondant à x = o. 

Si l’on augmente x de Ax, « augmente de 1 , et la série 
augmente de u n+l -, elle est donc renfermée dans l’expres- 
sion générale de 2«„ + , , et l’on a 

Sk„ = -f- c, ou S n, — lu„ -+- u„ -t- c, 

la constante arbitraire devant être déterminée par la con- 
dition que les deux membres soient égaux pour une cer- 
taine valeur de n. 

Si 1 ’on suppose les accroissements de la variable égaux 
à l’unité, ce qu’on peut toujours faire par un change- 
ment de variable,. on aura 


S u, = lu, -h n, -+- c = E« r+ , -+■ c. 


Appliquons cette formule à la recherche de la somme 
de quelques suites. 

229. Supposons d’abord u x = x "‘ , c’est-à-dire cher- 
chons la somme des puissances m des nombres entiers, 
depuis o jusqu’à x; on trouvera, en faisant usage de la 
formule que nous avons donnée pour Sx'" , et observant 
que la constante doit y être supposée nulle, 


Sx — — 1 — f- 2 — 3 — f— . . . — t— .i 1 — 
Sx ? = 1 -t~4 


1 1 x(x-+- i) 

-X -+- —X — 

2 2 1.2 


3 2 b 1.2.3 


l 
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_ i l i x’(x 4 - iV 

Sx 3 =i+8 4-2-j +...-f-Jc 5 = 7 j; , H — x s 4--.x':= — — -> 

424 4 

Sx' 4-1 4 - 16+81 -4-...+x'=^x 1 -f--x < -|-5X 1 — --x, 

5 2 3 3o 

Sx^i + 32 + 243 -)-. .. 4 -x ! ==ix“ 4 --x > 4 -— x' — x’. 

O 2 12 12 

230. Nous avons trouvé précédemment 

A.x(x -H ax) [x 4- (n — i)Ax] 

= (i + Ar)(x + 2Ax). . .[x 4 - (n — 1) Ar]«A.r. 

Doue, eu changeant n en «4- 1 , 

Jix H- Ax) (x 4 - 2 Ax) . . . (x -I- «Ax) 

— ; . --.x(x 4- Ar). . .(x 4 - «Ax) 4 - c. 

(// 4 - i)Ax ' ' 

Si l’on considère de même la formule déjà trouvée 

r — ( n — i)Ax 

x(x 4 -Ax) . . ,[x 4 -(« — 2)ax] x(x 4 -Ax). . . [x 4 - (« — 1 )ax]’ 

on aura, en intégrant, 


*x{x 4 - Ax) ,..[x4(« — 1 ) ax] 

1 


4- c. 


(« — 1 ) Ax x(x 4- Ar) . . . [x 4- (« — 2) Ax] 

D’apr ès cela, il est facile de sommer les suites dont les 
termes généraux sont les expressions que nous venons 
d’intégrer, et l’on obtient les formules suivantes : 

S(x4- 1 ) (x 4- 2) . . . (x 4- «) = 2(x4-2)(x4-3) ,.;x4-« 4-i)H-c 

= ^~(x4-i)(x4-2)...(x4-«4-i), 

1 1 


S 


(x 4 - 1 ) (x 4 - 2) . . . (x 4 -«) (x 4 -a)(x 4 - 3 ) . ..(x 4 -« 4 -i) 

1 1 1 


!,2...(« — 2 )(« — i) ! n — 1 (14 a)(x 4 - 3 '. . . (x 4- «'• 
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en supposant que le premier terme de chacune de ces deux 
suites corresponde àx = o. 

231. Passons aux fonctions transcendantes, et cher- 
chons d’abord Su*. 

Nous avons trouvé 


la 1 = 


et l’on doit avoir 


donc 


il 

Cl I 




Sa' = la 


Sa* = 


+ r ; 


Ax 


Si le premier terme de la suite correspond à x = o , 011 
devra avoir 


d’où c — — 


a* x — 1 


232. Déterminons encore S sin(«x-|-/>), S cos(ax-l-i). 
Un a 


Ssin(ax b) = 1 sin (ax -+- a Sx -+- b) c 


1 ( aSx . 

cos| nx -t (- b ) H- c, 


. aSx \ 

2 sm ' 

2 


( ) 


S cos («x -+- b) = 1 cos (ax -+• a Sx -+- b) c 

t • . ( nSx \ 

= — sin I ax 1- b ) + c. 

. aSx \ 2 / 

o cm ' • 


2 sin 


Si les séries doivent commencer à x = o, on trouvera, 
pour la première, 

„„ /, "Xi\ 

co s I 0 I 

- _ 3 ) 


rrir 

2 sm 

2 
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pt , pour la seconde , 


si n | h 


nXt\ 

Z. Tl J : 

. aXx ’ 


et, par suite, 


( . a\x\ ( nXz \ 

cos I I) I — cos 1 nx H (- b ] 

S sin [ax +- b) = ' ' ' 

' . «Sx 

?. sin - — 

2 

. (nx <7Ax\ . lax , \ 

- 5in v " » ) s,n (t + j 


. a\x 

sin 

2 


Scos(o.r •+- b) 


. ( a±x \ / nXr\ 

sin I nx-\ — - — b j — sml b I 


2 sin- 


n\x 


( nx -+- aXx\ (nx ,\ 

— — ) cos \T + l ’) 


aXi: 


Formules d'interpolation. 

233. Lorsque l’on connaît un certain nombre de valeurs 
d’une fonction, correspondantes à des valeurs données de 
la variable x. et que l’on veut déterminer celles qui se 
rapportent à des valeurs intermédiaires de .r, l’opération 
qui y conduit se nomme interpolation. L’objet qu’on se 
propose, en général, dans cette recherche n’est pas d’avoir 
des valeurs exactes, mais d’obtenir le plus simplement 
possible des valeurs qui aient un degré suffisant d’approxi- 
mation. 
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Dans le n° 220 nous avons trouvé la formule 



u désigne la valeur de la fonction . pour x — o ; et les va- 
leurs de x croissent par intervalles constants égaux à Ai\ 
Cette série se termine à A "u si la différence de l’ordre n 
est constante. 

Or, si l’on donne les valeurs u, «„ . . ., u„, et , par suite, 
h, An, A A "u. on pourra se proposer de trouver la 

fonction u, par la condition de reproduire les valeurs par- 
ticulières u, u,,..., u„, lorsqu’on donnera à x les valeurs 
o, Ar,..., n Ar. et, de plus, d’avoir sa dilférence n'‘ mr 
constante, ce qui simplifiera la formule. 

Ainsi la formule (i), arrêtée à A "u, donnera pour u, 
une fonction du degré m en X, qui satisfera aux conditions 
demandées. Et, si on la considère comme exacte, elle fera 
connaître les valeurs de u x correspondantes à une valeur 
arbitraire de X. Mais il est convenable de hc l’employer 
que pour des valeurs comprises entre o et n Ar, à moins 
que l'on ne sache que les différences des ordres supérieurs 
à n peuvent être négligées sans erreur sensible. 

Si la première valeur u de la fonction correspondait à 
.r = .r„ et non à ,r=o, la formule (i) ue subsisterait 
plus, et l'on devrait y remplacer x par x — ,r 0 . 

234. Lorsqu'on connaît u , Au ,..., A cl que A "u est 

constante, on formera chacune des diverses valeurs de 
A"~'m en ajoutant A"m à la précédente. On obtiendra de 
même chacune des valeurs de A n ~ i u en ajoutant à la pré- 
cédente sa différence, et ainsi de suite, jusqu'aux diverses 
valeurs de u, depuis la première jusqu’à l'infini. 
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Ce procédé est employé pour la formation des Tables, 
soit d’après un certain nombre de termes connus entre les- 
quels on veut en placer d'autres , soit d’après une équation 
exacte, mais d'une application peu commode. 

235. Quelque rapprochés que soient les termes consé- 
cutifs d’une Table, on a souvent besoin d'en considérer 
d’intermédiaires, et l’on peut, la plupart du temps, con- 
sidérer les différences secondes comme nulles. Dans ce 
cas, eu supposant la valeur de x comprise entre ,r 0 cl 
.r 0 + A.r, la formule (i) donnera, en y remplaçant ,r 
par x — .r„, 

u, = u -H x ~-~ 

Ar 

Si u, était donné et que x fût l’inconnue, on tirerait de là 

u t — « 

x = x* H — - SX. 

A n 

Si l'on ne peut négliger que les différences troisièmes, on 
prendra un terme de plus dans la formule (t). Dans 
ce cas, la formule ne donnerait pas aussi facilement x 
d’après u x , parce que l’équation est du second degré 
en x: la difficulté serait encore bien plus grande si l’on 
prenait un plus grand nombre de termes. On emploie 
alors un procédé d’approximation bien connu: on né- 
glige d’abord les termes qui renferment x — .r 0 à des 
puissances supérieures à la première, ce qui donne, comme 

dans le premier cas, x — .r 0 = " “ Ar; puis on sub- 

stitue cette valeur approchée dans le coefficient de la pre- 
mière puissance de.r — Xoi mise en facteur dans tous les 
termes négligés; et l’on obtient une valeur plus exacte de 
,t — x 0 , qu’on substitue de la même manière; et ainsi de 
suite. 

On pourrait encore tirer la valeur de x — x u en faisant 
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usage de tous les termes où il entre, et regardant comme 
connus les autres facteurs; on appliquerait ensuite le 
même procédé d’approximations successives, et l’on ob- 
tiendrait un degré d’exactitude du même ordre que par 
l’autre moyen. 

230. La formule (i) suppose que les valeurs de x crois- 
sent par degrés égaux, ce qui n'arrive pas toujours. Nous 
allons faire connaître une formule qui donne la valeur 
de la fonction, lorsque I on connaît les valeurs u«, u,, 
u t ,...,u„ qu’elle prend quand x a les valeurs arbitraires 

.r, .r, , x . . . y x n . 

Noué prendrons encore une fonction entière et ration- 
nelle de x, de degré n ; elle renfermera n -f- i coefficients 
indéterminés, cl l’on pourra, par conséquent, l’assujettir 
aux a + t conditions données. 

Soit donc 

«, = a ■+■ 6x H- yx' -f- a. 1 ", 

on aura 

u, = a H- 6x, -H yx] +. . -+- ftx ] , 

~ a -f- H- yx] ■+■ • • • -f* 

D’après la théorie des équations du premier degré , les 
valeurs de a, o,..., p contiendront u 0 , u , en facteurs 
à leurs diflérents termes, de sorte que « r pourra se mettre 
sous la forme 

— X« 0 -f- X,«, -H XjK, -f- . . - -f- X„«„. 

Or u t se réduit à u„ pour x — x 0 ; on y satisfera donc si X 
devient alors égal à i et si X,, X,,..., X„ deviennent nuis, 
c’est-à-dire s’ils sont divisibles par .r — x„. II en serait de 
même pour chacune des autres valeurs de x; on prendra 
donc pour X le produit d’une constante par tous les fac- 
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tours x — x,,, x — x,,..., x — x„, excepté X — x„; pour X, 
le produit d’une autre constante par les mêmes facteurs, 
excepté x — x, i et ainsi de suite. Par là 011 voit qu’en 
substituant chacune des valeurs de x, il ne restera que le 
terme où entrera la valeur correspondante de u, ; et il ne 
reste plus qu’à rendre égal à l’unité son coefficient. Soitx p 
une quelconque des valeurs données de x, et u p la valeur 
correspondante de u x . 

X p renfermant les facteurs x — x 0 ,..., x — x„, excepté 
x — Xp , il est évident que, si on le prend égal à ce produit 
divisé par la valeur que prend ce même produit quand on 
y fait x = Xp, Xp se réduira à 1 pour x = x p . 

Les quantités X, X,,..., X„ seront donc ainsi détermi- 
nées de manière que l’équation du degré n en x qui donne 
la valeur de u x soit satisfaite par les n H- 1 couples de 
valeurs données, et aucune autre expression du même 
degré ne pourrait devenir égale aux mêmes valeurs 
«0) • • • 5 u„ pour les mêmes valeurs de x, sans coïncider 
avec elle. 

La formule cherchée sera donc 

u _ u (-r — x,)(x — x,)...(x — x.) 

(*r g -r,) (x g x,) . . . (x„ — x w ) 

, (*— *•) — — (x-x,)...(x-x„_,) 

'(x,— x,)(x,— x,)...(x,— x„) "(x„-x,)...(x„-x,_,)’ 

Approximation des quadratures , des cubatures et des 
rectifications. 

237 . Toutes ces questions se ramènent, comme nous 
l’avons vu, à une ou plusieurs intégrations par rapport A 
une seule variable, entre des limites déterminées. 11 suffit 

donc de considérer l’intégrale f(x)dx . 

On peut, pour en déterminer la valeur, prendre la for- 
2* édit. 1 9 
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mule (i) du n°227, qui donne, en remplaçant A.r par d, 

et supposant u = /'(.r), 

£ X /(x) flr = J [lu -+- ^ [/'(x) -/ '(*.)] - 

Si l'on suppose J assez, petit pour qu’on puisse négliger J’, 
on aura simplement 

/(x)rfx = ■+■ Ul ■+■• • •+ à. 

Si l’on regarde f(x') comme l’ordonnée d’une courbe , cette 
dernière expression est celle de la somme des trapèzes 
compris entre les ordonnées successives , les cordes de la 
courbe et l’axe des x. 

238. On peut encore employer la formule d’interpo- 
lation (i) du n°233, pour représenter l’ordonnée de la 
courbe, puis l’intégrer entre les limites données; ce qui 
n’offrira aucune difficulté, puisque cette expression est 
entière et rationnelle. 

L’emploi de cette formule revient à remplacer la courbe 
dont il s’agit par la parabole de degré n — i , qui a /< points 
communs avec elle. 

Quelquefois, au lieu de prendre cette dernière courbe, 
on considère une suite de paraboles du second degré pas- 
sant chacune par trois des points donnés, et l’on rem- 
place les parties correspondantes de l’aire cherchée par 
les aires de ccs diverses paraboles, comprises entre les 
deux ordonnées extrêmes qui s’y rapportent. 11 faut, 
pour cela , que l’intervalle b — n soit partagé en un 
nombre pair de parties ; cl chaque parabole donnera 
l’aire ayant pour base deux de ces parties consécutives. 

L équation de la parabole du second degré, passant par 
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les points dont les abscisses sont o, Ax , aAx, et les or- 
données jo , y , , y s , est 

y + ü t - ') A, r. ; 

son aire entre les ordonnées y, , est . 

â*(ar. + ai/. -1- ii’/,), 

ou 

ÙLC 

y (7. -4- 47. + 7,). 

On aura de même l’aire comprise entre j', et y t , entre 
et j,, et enfin entre j,„_, etj,„; et il faudra faire la 
somme des expressions suivantes, dans lescptelles y B , 
fi i • • • , Jtn désignent les valeurs de f (a?) relatives aux 
valeurs a, a Ax, .. . , et b ou a + «Ax: 

A r 

y (7. -4- 4 j. h- 7>)> 

Ajt 

y (7» + 4^ 7<)> 


A.r 


3 Ctm-i ■+■ 47'>>-i ■+■ 7»)- 
* 


aura ainsi 


L’aire cherchée, ou l’intégrale j' f(x) dx , 
pour valeur approchée, 

jf* /Mrfjr = y ( 7 .+ 7>») + ~y (r> -+- r. - 4 - • • • + r.-») 

4a.r 

-H y- (7. + .n -t- 7m- ,)• 


> 9 - 
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COtîRBL RE UES SURFACES. 


239. Une surface ne pouvant avoir, en général, un 
contact du second ordre avec une sphère, on ne peut rap- 
porter la courbure des surfaces à celle de la sphère, comme 
on a rapporté la courbure des lignes à celle du cercle. 
Pour se faire une idée de la courbure d’une surface en 
un de ses points, l’un des moyens qu’on emploie con- 
siste à faire des sections dans cette surface par des plans 
passant par le point cjue l’on considère, et à déterminer 
la courbure des lignes ainsi obtenues. Les sections qu’il 
parait le plus naturel d'examiner sont celles qui sont 
faites par des plans normaux à la surface : c’est par elles 
que nous commencerons; nous verrons ensuite comment 
leur courbure détermine immédiatement celle des autres. 

Soit z = F(x, y) l'équation de la surface; nous suppo- 
serons, pour plus de simplicité, que l’on ait choisi le plan 
tangent au poiut que l’on considère, pour plan des x et y, et 
la normale pour axe des z ; les propriétés indépendantes des 
axes, que nous découvrirons ainsi, auront le même degré 
de généralité que si le système d’axes avait été tout autre. 

Un cercle situé dans un plan passant par l'axe des z, et 
langent, à l’origine des coordonnées, à la section faite par 
ce plan dans la surface, aura pour équations 


d'où 


y = m.r, x’ -f- y 1 -J- z’ — 2Rz = o; 
•c’(l -4- nr) -t- z’ — 2 R; = o. 


Pour qu'il y ail un contact du second ordre avec ^a sec- 
d'z 

lion , il faut que— ait la même valeur dans l'une et l’autre 

courbe. Or la dernière équation dilférentiéc deux fois 
donne 

/ d’z i<lz \ 

1 + m +(*-«> Tr , + U) = o- 
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d'où résulte 
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t Il 


aq3 


dx 


1 + /«' — R -r—, = O, 
dx 


R = 


i -(- m' 
d'z ’ 
dx’ 


d*l 

— n’étant pas une dérivée partielle. Pour en obtenir la 

valeur, il faut remplacer par mx dans l’équation de la 
surface, puis différentiel- deux fois par rapport à .r, et 
faire J-, y , z nuis : on trouve ainsi , pour valeur de la dé- 
rivée totale ~—,i 
dx' 

r 4 - 2 s in 4 - lm' , 

/-, ,v, / désignant respectivement les dérivées partielles 

d '-z d 'z d ’ z 

dx 1 dxdjr dy' 

Le rayon de courbure R de la section normale aura donc 
pour expression 

(i) R = ' ±- W ’- 

' ' r 4 - 2 sm 4 - tnt 


Il restera toujours fini et de même signe si l’onav* — ;-/<o : 
la courbure sera donc toujours dans le même sens. Il de- 
viendra infini et changera de signe si s* — rl ~^> o ; la cour- 
bure changera alors de sens. Si .f * — rt — o, il devient infini 
sans changer de signe. 

240. Si l’on cherche le maximum et le minimum de 
cette expression , relativement à la variable /«, on con- 
naîtra le plus grand et le plus petit rayon de courbure des 
sections normales. L'équation qui détermine ces valeurs 
particulières est 

(a) sm 1 4 - (r — t)m — .» = o. 

Les deux racines de celle équation sont réelles et de 
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signes contraires; substituées dans la seconde dérivée de R, 
elles donnent des résultats de signes diflérents , et , par 
conséquent , correspondent , l’une à un maximum , l’autre 
à un minimum algébrique. 

Le produit de ces deux racines étant — 1 , les deux plans 
qui renferment les sections de plus petite et de plus grande 
courbure, et que nous nommerons sections principales, 
sont rectangulaires entre eux. 

2 -il . Si l’on prend ces deux plans pour plans des x , * et 
desj', z, l’expression générale de R se trouve simplifiée. 
Car les deux racines de l’équation (a) devant être alors o 
et 00, on devra avoir s = o, et, par suite, 



r tm' 

Dans le cas actuel , deux valeurs de R suffiraient pour 
déterminer r et t ; ainsi , quand on connaît la direction 
des sections principales, les courbures de deux sections 
normales quelconques de position connue déterminent 
toutes les autres. 

Si l’on désigne par p, p' les rayons maximum et mini- 
mum, on aura 



On peut donc exprimer R en fonction de p, p', m , et l’on 
obtient ainsi 

R 1 

ou , en posant m = tanga , 


1 1 1 . , 

— = - COS’a H , Sin- a. 

R p p' 


Si l’on désigne par v la courbure d’une section quel- 
conque, et par v, v" celles des sections principales, elles 
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seront respectivement égalés a — » -» -■> comme nous 1 a- 

IV p p 

vous vu dans le calcul dillércnticl , et l'équation précé- 
dente devient 

(3) v = v' cos'a -+- v" sin’a , 

d’où l’on voit que les deux courbures principales déter- 
minent celles de toutes les sections normales. 

On déduit de cette équation plusieurs conséquences im- 
portantes : 

i°. Si l'on mène par la normale deux plans également 
inclinés sur le plan d’une des sections principales, la 
courbure des deux sections sera la même ; 

a”. Si l'on mène deux plans également inclinés sur les 
plans respectifs des deux sections principales, de quelque 
côté que ce soit, la somme des courbures de ces sections 
sera constante et égale à la somme des courbures des sec- 
tions principales. 

Car, en les désignant par v et v t , on aura 

v — v' cos’at -4- v" sin'a, v, = v’ sin ’a -+- t>" cos’a, 

d’où 

v •+■ v, — v' v" . 

Si les deux angles a sont pris dans le même sens, les 
plans sont rectangulaires : d’où l’on voit que la somme 
des courbures de tlcu.v sections normales rectangulaires 
entre elles est constante. 

3°. Si l'on fait a — - , ou a u= — • Donc la cour- 
2 2 

bure de chacune des sections dont les plans partagent en 
deux parties égales les angles des plans des sections prin- 
cipales, est égale à la moyenne entre les deux courbures 
principales; et la sphère qui passe par les cercles oscula- 
teurs de ces sections donne la même somme que la sur- 

» 
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face, pour les courbures de deux sections normales rec- 
tangulaires. On voit encore que deux plans également 
inclines sur un de ces plans moyens donnent des sec- 
tions dont la somme des courbures est t/ -f- v", puisque 
ces plans font des angles égaux avec ceux des sections 
principales. 

242. Indicatrice. — Si, à partir d'un point quelconque 
d’une surface , on prend sur la normale une longueur 
infiniment petite, et que par son extrémité ou mène un 
plan perpendiculaire à la normale, il coupe la surface 
suivant une courbe infiniment petite, queM. Ch. Dupin 
a considérée le premier, et qu’il a nommée indicatrice. 
Toutes les propriétés que nous venons de démontrer s’en 
déduisent très-simplement, ainsi que beaucoup d’autres 
qu’il convient d’étudier dans les ouvrages de l’auteur. 11 
est facile de reconnaître d’abord que cette courbe est du 
second degré, si l’on néglige les quantités infiniment pe- 
tites par rapport à ses dimensions; ce qui signifie que, lors- 
que celle courbe tend à sc réduire à un point, à mesure 
que son plan se rapproche du plan tangent , une courbe 
finie qui lui serait semblable aurait pour limite une sec- 
tion conique. 

En efi'et, si l'on prend la normale pour axe des z, l’é- 
quation de la surface, rapportée à des axes rectangulaires, 
sera généralement 

: = j rx' -t- sxy -t- -i- ty ‘ ■+■ . . . , 

et l’on sait qu’on peut choisir dans le plan des a', y deux 
axes rectangulaires particuliers tels, que le rectangle xy 
ne se trouve pas dans le second membre. En les choisis- 
sant, l’équation de la surface sera de la forme 

s = 7f.r ! +T t) ' + 

On sait encore que si les coefficients /•, / sont inégaux, il 

-t 
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n’y a qu'un seul système d'axes rectangulaires qui jouisse 
de la propriété de faire disparaître le rectangle xy-, et 
que, s’ils sont égaux, il y en a une infinité. 

Si maintenant on fait z = a, a étant infiniment petit, 
et qu’on se borne aux termes du second degré en x et y , 
on aura pour équation de la section, qui est l’indicatrice, 

(l) rx 7 -4- ty 7 = 2», 


équation qui représente une ellipse ou une hyperbole , 
dont le centre est sur la normale. 

Soient A (fig. 7) le point de la surface, AN la nor- 
male, AO = «, et BC l' intersection du plan de l’indica- 
trice par un plan normal quelconque. Le centre de cour- 
bure de cette section est la limite de la rencontre de AN 
avec la perpendiculaire élevée sur le milieu de la corde ■> 
AC; et si l'on appelle R le rayon du cercle osculateur, on 

oc 1 

aura R =. ou, en désignant par 2X le diamètre BC de 


l’indicatrice que nous supposerons elliptique , R 


■ On conclut de là que les sections dont les plans passe- 
ront par les axes de l’indicatrice auront la courbure maxi- 
mum ou minimum. Toutes les autres conséquences s’en 
déduiront facilement, et l’expression de R en fonction 
de r, s, t s’obtiendra comme précédemment pour un plan 
quelconque ayant pour équation y = mx : car on aura 


2a (1 -f- m 7 ) 
r - 4 - t/n * ’ 


et , par suite, 


1 - 4 - m' 
r -4- tm 1 


Si liudicatrice était une hyperbole, le rayon de courbure 
deviendrait infini lorsque le plan de la section passerait 
par une de scs asymptotes, puis aurait une expression né- 
gative si l’on 11e changeait pas de signe a. 11 faudra donc , 
pour l’avoir positif, mener le plan de l’indicatrice de 
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l'autre côté du plan tangent; ce qui montre que la cour- 
bure des sections a changé de sens. Les deux indicatrices 
que l'on obtient ainsi sont deux hyperboles conjuguées, et 
leurs axes réels correspondent aux sections de plus grande 
courbure parmi toutes celles qui sont situées du môme 
côté du plan tangent. 

Si l’on avait conservé le signe de l'expression de la 
courbure, on aurait, comme nous l avions dit en général , 
un maximum et un minimum pour les courbures princi- 
pales. 

L'indicatrice pourra encore être du genre de la para- 
bole, qui comprend le cas de deux droites parallèles : 
c’est ce dernier cas qui arrivera si l’on a 

r — o ou t = o. 

Cela ne signifiera pas que la section de la surface par le 
plan parallèle au plan tangent 11’esl pas une parabole; car 
une parabole dont le paramètre est infiniment petit, 
étant considérée à une distance finie de son sommet, se 
confond sensiblement avec deux droites parallèles. Ainsi , 
lors même que la section serait une parabole, l’indica- 
trice se présenterait comme l’ensemble de deux droites 
parallèles, excepté dans le cas où le sommet de cette pa- 
rabole serait à une distance infiniment petite du point que 
l’on considère sur la surface : ce cas ne peut être qu’ex- 
ceptionnel , puisqu'il n'a pas lieu dans l’hypothèse la plus 
ordinaire où l’équation de la surface peut être développée 
comme nous l’avons supposé. 

Lorsque l’indicatrice est du genre de la parabole , il n’y 
a qu’une seule direction pour laquelle la courbure soit 
nulle, ou le rayon de courbure infini ; c’est celle de l’axe 
de laparabole. 

Cette direction est celle de la courbure minimum; la 
courbure maximum est dans la direction perpendiculaire. 
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243. La courbure dis sections obliques se ramène à 
celles des sections normales. En effet, soit HK (fig. 8) 
l’intersection du plan de l’indicatrice et d’un plan passant 
par la tangente en A , à la section normale BAC , et faisant 
un angle e avec le plan de cette section. La corde HK. étant 
parallèle à la tangente menée en A à la courbe HAK, la 
perpendiculaire AP abaissée de A sur HK , partage cette 
ligne en deux parties que l’on regardera comme égales, 
parce qu’elles ne diffèrent que d’un infiniment petit du 
second ordre : OP est perpendiculaire à HK , et du second 

OP 

ordre comine AO, puisque — = tange. Ou peut donc 

UA 

regarder les longueurs RC, I1K comme égales; et le rayon 

PK.* 

de courbure de la section HAK , qui a pour valeur 

oc 1 

sera égal à — - ; il est donc égal à celui de la section 

*VO , , 

normale BAC multiplié par — ou cose. D’où l’on déduit 

ce théorème remarquable, dû à Meunier, que le rayon de 
courbure d’une section oblique s’ obtient en projetant sur 
le plan de cette section le rayon de courbure de la sec- 
tion normale qui a la même tangente. 

244. La position particulière que nous avons donnée 
aux axes a rendu plus facile la démonstration des pro- 
priétés précédentes; mais il est nécessaire de traiter la 
question pour une position quelconque des axes, parce 
qu’on peut avoir n déterminer les sections principales en 
un point quelconque d'une surface, rapportée à des axes 
rectangulaires quelconques. 

Soient x , y\ z les coordonnées d'un point quelconque 
d’une surface donnée , et a , 6 , y les angles formés avec 
b’S axes par une tangente à la surface en ce point, on 
aura cosy = p cos x-\- q cos S , puisque l’équalion du plan 
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tangent est z — z' = p(x — x') + <f(y —y 1 ), et que les 
différences x — x',y — y', s — z sont proportionnelles 
aux cosinus des angles que fait avec les axes une droite 
située dans ce plan. Si l'on substitue à cos y sa valeur 
— cos ’« — cos *o , on obtien t 

(') (* + p') COS ’a -f- -}.pq cos x cos 6 -+- ( i -H</’)cos : S = i. 

C’est la condition pour que les angles oc, 6 appartiennent 
à une tangente quelconque. 

Si par le point (x', y', z'), et par un autre point infini- 
ment voisin , pris sur la courbe qui se rapporte à cette 
tangente, on mène deux plans normaux à cette courbe, 
ils se couperont suivant 1 axe du cercle osculaleur de 
cette courbe, et les équations de cette droite seront 

(x— x')tlx‘ -\-{y—y')dy' + (z — z')dz' = o, 

(x — x')iY’x'-4 -(y — y')d 7 y' + (z — z^d’z' =z ds' 7 . 

Cette ligne, étant dans le plan normal à la surface, ren- 
contre la normale, dont les équations sont 

x — x'+p(z — e') = o, y —y' + c,(z — z') = o. 

Les coordonnées x, y, z du poin( de rencontre seront 
données par les équations 

* — *' = *’ }—y' = —^y x—x' = - r 


en posant 


1 ) 


jul’x’ — ,]<l'y' = D <*' 


D 


La valeur de 1) peut être transformée en dilférentiaut l’é- 
quation 

dz' — !>dx ’ </dy', 

ce qui donne 

d z' — pd’x[ -+■ r/d'y' -f- rdx ' 7 -f- a sdx'dy' + tily' 7 , 
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et, par suite , 




2 S 


dx' df' 


+ t 


&y 


ds ' ds ' 

= r cos’x -f- zs cos a cos 6 -H / cos : 6. 


On voit par là que I) reste le même si a et 6 ne chan- 
gent pas; il en est donc ainsi du point de rencontre de la 
normale à la surface , et de l’axe du cercle oscillateur de 
toutes les sections obliques, dont le plan passe par la 
même tangente, 

11 résulte de là que toutes ces sections ont leurs centres 
de courbure sur une circonférence dont le plan est per- 
pendiculaire à leur tangente commune, et dont le dia- 
mètre est la ligne qui joint le point de contact au point 
fixe, que nous venons de trouver sur la normale. Ce 
point est donc lui-méme le centre de courbure de la sec- 
tion normale; et l’on voit que les rayons de courbure de 
toutes les sections qui ont la même tangente sont les pro- 
jections de celui de la section normale sur leurs plans 
respectifs. 

D’après les valeurs que nous avons trouvées pour les 
coordonnées du centre de courbure de la section nor- 
male, son rayon de courbure aura pour expression 


ou 

(’•) 


K — 


V 't-h />' 

T) 


JL, 


R = 


y/ 1 -f- P 1 -f- 1' 


r ros’a -t- 2 j cos*cos6 -+- t cos’S 


2-15. Le maximum ou le minimum de R, relativement 
à la variation de a et S, correspond au minimum ou au 
maximum du dénominateur, et sera donné par l’équa- 
tion 


(r cosa -f- t ros6) d.cosu — — (.< cos a -f- t ros f>)d cos € ; 
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on éliminera d.cosa et d. cosê en différentiant l’équa- 
tion (x), ce qui donne 

((' ■+■ P 7 ) c osa + y;? cos6] rf.cosa 

— — [(i -f- (y 1 ) cosë 4- pq cosa] t/.cosS, 

et, divisant ces deux équations par ordre, il vient 


r cosa -t- S cosê t COSê 4- s cosa 

^ (l 4 - y» 1 ) cosa 4- pq cos S ( I 4- q 1 ) cosfî 4- pq cos a 

Leséquations(i),(2),(3)délerminent les valeurs dea, ê,R, 
qui se rapportent aux sections principales. 

Pour faire plus commodément ce calcul , on multi- 
pliera par cosa les deux termes de la fraction qui forme 
le premier membre de l’équation (3), et par cosê les deux 
termes du second membre, puis on ajoutera les numéra- 
teurs entre eux et les dénominateurs entre eux -, la fonc- 
tion résul tante, qui est y , sera égale à chacun des membres 
de l’équation (3) , ce qui donne 


(3) bis 


! r cos a 4- s cos 6 = D [( i 4- p') cosa 4- /Jÿcosë], 
t COSÊ 4- S cos a = D[(i 4- q’) cosS 4- pq cosa], 


ou 


t [D(i 4- p ’) — r] cosa = (s — pq D) cosS, 
|[l)(l 4- q 7 ) — f] cos6 = (s — pq D)cosa. 


Ces deux équations, multipliées membre à membre, 
donnent 


( D(i 4- p') — r] [D(i 4- q 7 ) — /] = (■* — pqH)\ 
ou 


(I-4-// 1 + V’) DI— D[( , +/» I )t-h( , + ? , )c— 7.pqs] + n—s\ 
Cette équation fera connaître les deux valeurs de D rela- 
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tives aux sections principales; et, comme on a 

R = 

l'équation qui donnera les rayons de courbure de ces sec T 
tions sera 

(5) I ( rt — f ’) R1 — R v' i -+- p* + q' t( 1 -+• P’)‘ -+■ ( • + ( r) r ~ 2 pq*\ 

I +( | +/ ,I + q'Y = o. 

Enfin les valeurs de a et ê seront déterminées par l'équa- 
tion (i) et l'une des équations (4). 

246. Si l’on veut connaître les points particuliers de la 
surface où les sections principales, et, par suite, toutes les 
sections normales ont la même courbure, il faut exprimer 
que les deux racines de l’équation (5) sont égales. 11 semble 
d’abord que l'équation qui en résulte entre p , </, r, f, 
jointe à celle de la surface, déterminerait une ligne; mais 
il est facile de voir que l égalité de ces racines conduit à 
deux équations. 

En ell’ct , l'équation de condition peut se mettre sous la 
forme 

[(' + P')‘ — (' + t l , ) r -+- 2 PV (7^7 -, — •>)] 

■+• 4 (1 -+■ p 5 + q') [y+jp ~ s ) — ° ; 

or elle ne peut évidemment être satisfaite qu’en posant 
-£ÎL. — s = O t et (l — (1 + q')r= o,. 

équations qui peuvent s’écrire ainsi : 

. r t s 

I I -+- <y’ pq 

Ces deux équations, jointes à celle de la surface, déter- 
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minent un nombre fini de points, auxquels on a donné le 
nom d 'ombilics. On les aurait obtenues en exprimant que 
les valeurs de D, données par les équations (4), sont indé- 
pendantes de « et 6, comme cela doit être pour que la cour- 
bure de toutes les sections normales soit la même. 

247. Tangentes conjuguées. — Si l'on trace une courbe 
quelconque sur une surface, et que, par tous scs points, 
on mène les plans tangents à la surface, ces plans, par 
leurs intersections successives, détermineront une surface 
développable circonscrite à la première. Ses arêtes sont 
inclinées sur la courbe de contact suivant uue loi remar- 
quable que M. Dupin a reconnue le premier, et que nous 
allons faire connaître. 

La question que nous nous proposons est donc celle-ci : 

Le point de contact d’un plan tangent à une surface 
quelconque se déplaçant suivant une certaine direction , 
trouver à la limite la droite suivant laquelle ce plan tan- 
gent sera coupé par le plan infiniment voisin. Ces deux 
directions sont tangentes à la surface, et M. Ch. Dupin 
leur a donné le nom de tangentes conjuguées. 

Pour cela , nous prendrons pour origine le point de con- 
tact de la surface avec le plan tangent que l’on cousidère, 
et dans lequel nous prendrons les axes des x et y : nous 
choisirons, comme dans le n" 242, pour directions de ces 
deux axes, celles pour lesquelles le rectangle xj ne se 
trouvera pas dans le développement de a suivant les puis- 
sances ascendantes de ces variables. Nous aurons alors, 
pour x = o , y = o , les conditions 

p — o, q — o, 5 = 0. 

Soient x',y\ z les coordonnées infiniment petites du point 
de contact d’un second plan tangent; la direction suivant 
laquelle se sera déplacé le point de contact fera , avec l’axe 

y' 

des x , un angle dont la tangente sera la limite de — lorsque 
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x',y' tendront vers zéro; nous désignerons cette limite 
par m. L’équation du plan tangent au point x’y’z' sera 

Z-z' =p'(x-x') + q'{y-y'), 

et si l'on observe qu’à l’origine on a 

l> — o, 1 — o> j = o, 

il s’ensuivra, en observant que x', y' sont infiniment 
petits, 

p' = rx’, q' = ty', z' 
et l'équation du plan deviendra 

rx'* ty’’ 

z =r rx'x ty'y - — ; 

faisant z — o pour avoir l’intersection avec le premier 
plan tangent , qui est celui des x et_y, il vient , en rempla- 
çant y' par mx et divisant par x', 

x' 

rx -H tmy — — (r -+- nrt) — o. 

J 2 ' ' 

Pour avoir la droite cherchée, il suffit de faire x 1 = o dans 
celte équation , et il vient 

(n) rx -+- tmy = o 

pour équation de la tangente conjuguée de celle dont la 
direction est déterminée par rn. Si donc on désigne parm' 
la tangente de l'angle que cette droite fait avec l’axe des x, 
on aura 


m = — 


d’où 


tm 


mm = 


On voit donc que les directions de deux tangentes eonju- 
2' édit . 20 
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guées quelconques sont celles c|c deux diamètres conju- 
gués de la section couique ayant pour équation 

rx 1 !jr l = c, 

c désignant une constante quelconque. Cette courbe n’est 
autre que l’indicatrice au point que l'on considère, et 
dont nous avons donné l’équation dans le n° 2 42. Car 
on désigne sous celte dénomination générale, non-seule- 
ment la section infiniment petite , faite dans la surface 
par un plan parallèle au plan tangent , à une distance infi- 
niment petite, mais encore à toute section conique sem- 
blable à celle qui est donnée par l'intersection de ce plan 
avec la surface. 

I. angle des tangentes conjuguées est droit quand elles 
sont dirigées suivant les deux diamètres conjugués rec- 
tangulaires de l’indicatrice, et, par conséquent, suivant 
les directions des courbures maximum et minimum. 

Nous nous bornerons à cette propriété fondamentale 
des tangentes conjuguées, qui montre un nouvel usage de 
l'indicatrice dans l'étude générale des surfaces, et nous 
renverrons, pour plus de détails, aux Mémoires mêmes 
de l’auteur. 

Lit/nes de courbure. 

248. Si, par tous les points d’une ligne tracée sur une 
surface, on mène des normales à cette surface, elles sont, 
en général, dans des plans difiêrents, et la plus courte 
distance de deux d'entre elles, correspondantes à des points 
infiniment voisins sur la surface, est un infiniment petit 
du même ordre que la distance de ces deux points et que 
l’angle de ces mêmes normales. 

Mais on peut se proposer de déterminer les lignes qu'il 
faudrait tracer sur la surface pour que la plus courte dis- 
tance des normales successives fût, non pas nulle, mais 
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infiniment petite par rapport à la distance des points cor- 
respondants de la surface, et à l'angle des deux normales. 
Les normales se trouveront alors dans le même cas que 
les tangentes à une courbe à double courbure; et leur en- 
semble formera une surface développable. Soient x', y\ z ' 
les coordonnées d’un point quelconque d’une surface, les 
équations de la normale en ce point seront 

x — x' -t- p (z — *') = o, y — y' -h q(t — z') = o. 

Le point d’intersection de cette ligne et de la normale au 
point infiniment voisin, dontles coordonnées sontar'-f-r/x', 
y' -|- dy\ z -p dz\ sera donné par la combinaison de ces 
deux équations et de leurs diflércntielles par rapport à 
.t', y\ z', qui sont 

— dx' — pdz' -t- [rdx ' -p sdy') (z — z') = o, 

— dy' — qdz ' -p [tdy' -t- s dx') (z — z') = o, 

ou , en remplaçant dz par pdx' -p qdy\ 

j{l -P p)dx' -P pqdy' = [rdx' -t- sdy') (z — z'), 

((• "+■ ?’) dy' -1- pqdx' — [tdy' -+- sdx') (z — z'). 

La condition pour que les deux normales se rencon- 
trent, s’obtiendra en exprimant que les valeurs de z — z' 
sont les mêmes dans ces deux dernières équations; on 
trouve ainsi 

(l-P p')dx'-hpqdy' _ (i -P q')dy' + pqdx ' 
rdx ' -t- sdy ' tdy ' sdx ' 

équation qui est la même que l’équation (3), et donne, 
par conséquent , pour les deux valeurs qui se rappor- 
tent aux tangentes des sections normales de courbures 
maximum et minimum. Seulement il faut bien observer 
que l’équation ( 9 ) n’exprime pas que les deux normales 
se coupent réellement . puisqu’on a négligé les termes du 

30. 
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snoud oitlic: mais que l'on trouvera pour .r, y. z des 
valeurs qui satisferont aux équations de la première 
normale, et telles qu’augmentées de quantités d’ordre 
supérieur au premier, elles satisferaient à la seconde. 
Elle exprime donc que la plus courte distance des deux 
normales est un infiniment petit d'ordre supérieur au 
premier. 

Si l’on élimine entre les équations (8), il vient 

1 -h p , — r(z — z' ) _ pq — s i s — z') 

M< ’ pq — ,t(z — z'i I + q 1 — S (z — *') 

Cette équation , jointe aux équations de la normale 

x — x' +p(z — z')~ o, y — y' -t-< 7 (ï — z') = o, 

déterminera les coordonnées x, y, z du point de rencontre 
des deux normales infiniment voisines: et I on aura la 
surface, lieu de tous ces points de rencontre, en éliminant 
x\y\ «'entre ces trois équations et celle de la surface 
donnée. 

241). Les équations (8) ne diflèrent des équations (3) bis 

que par le changement de en (« — z'). La valeur de 

(z — z')\l+ P* + ou la partie de la normale com- 
prise entre le point de la surface et le point de rencontre 
avec la normale infiniment voisine , sera donc égale à 

_p. p* q- q 1 ou à K . Ainsi , les distances du point de 

la surface aux points où les normales infiniment voisines 
se rencontrent sont égales aux rayons des courbures prin- 
cipales. Ces deux points de rencontre ne sont donc autre 
chose que les centres des courbures principales. 

250. Cela posé, déterminons la courbe qui, en chacun 
de ses points, jouit de la propriété d’être tangente à la 
section principale , et qui est telle . par conséquent . 
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que les normales à la surface., menées par deux points 
infiniment voisins, pris sur celte courbe, se rencontrent. 
Les coordonnées x', v , z' <1 un quelconque de ces points 
satisferont, à l'équation (9) et à celle de la surface : cette 
dernière donne z en fonction dex',^', et, si l'on substi- 
tue cette valeur dans l’équation (9), on aura une équation 
du premier ordre entre x\ y', et du second degré par rap- 

. tly ii. . m * . . 

porta™,; on 1 intégrera, et Ion aura deux équations 

finies, renfermant chacune une constante arbitraire, que 
I 011 déterminera en exprimant que chacune de ces deux 
équations entre x’ cl vf est satisfaite par les coordonnées 
du point de la surface par lequel on voudra faire passer les 
courbes. 

C’est ainsi qu'on détermine les équations de ces lignes 
remarquables auxquelles on a donné le nom de lignes de 
courbure. 

231 . Cherchons maintenant l'équation de la surface 
développable, lieu des normales à la surface donliée, 
menées par tous les points d'une de ses lignes de cour- 
bure. 

Les équations d’une quelconque de ces normales se- 
ront 

X — y 4- />(s — z') = 0 , y — y' -t- q (* — s') = o, • 

et les coordonnées x\ y , z' devront satisfaire à l’équation 
de la surface donnée et à l'intégrale de l équation (9). Si 
donc on élimine x', y', s'entre ces quatre équations, 
l équation finale entre x', > z' sera celle de la surface 
cherchée. 

Les deux surfaces obtenues ainsi pour les deux lignes 
<le courbure qui passent par un même point se coupent 
à angle droit ; et , en général , toutes celles qui se rap- 
portent à l’un des systèmes tle lignes de courbure coupent 
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à angle droit toutes celles <|ui se rapportent à l’autre 

système. 

252. Enfin, si l’on veut connaître le lieu des points 
de rencontre des normales consécutives, ou l’arète de re- 
broussement de la surface qui est le lieu de ces normales, 
il faudra joindre l’équation ( 10 ) à celles qui ontdéterminé 
l’équation de cette surface. On en éliminera x\ y\ z' au 
moyen des deux équations de la normale, et de celle de 
la surface donnée ; on aura ainsi une seconde équation 
entre x, y, z, qui , jointe à celle de la surface dévelop- 
pable, déterminera l’arète de rebroussement qui corres- 
pond à la ligne de courbure que l'on considère. 

Celte seconde équation entre x, y , z étant indépen- 
dante de la ligne de courbure, est satisfaite par les arêtes 
de rebroussement relatives à toutes les lignes de courbure 
de la surface donnée ; elle représente donc le lieu de ces 
arêtes , ou de tous les points de rencontre des normales 
consécutives de la surface donnée. 

2üJ5. LeS points de rencontre des normales consécu- 
tives sont, comme nous l’avons dit , les centres des cercles 
osculateurs des sections principales : mais il faut bien se 
garder de croire qu’ils soient les centres des cercles oscu- 
lateurs des lignes de Courbure ; car les normales qui y 
passent sont tangentes à une même courbe, propriété qui 
n’appartient jamais aux normales qui passent par les 
centres de courbure d’une courbe qui n’est pas plane. Or, 
en général , les lignes de courbure ne sont pas planes ; et 
même elles pourraient l'être sans que leurs cercles oscu- 
lateurs se confondissent nécessairement avec ceux des 
sections principales : on en voit un exemple très-simple 
dans les parallèles d’une surface de révolution. 11 faut, 
en outre, que leurs plans oscillateurs soient normaux, 
et que, par conséquent, les lignes de courbure soient les 
lignes de plus courte distance sur la surface. 
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254. Soient 2 a , nb les paramètres (les paraboles prin- 
cipales d'un paraboloïde dont l'axe est dans la direction 
des z positifs; l’équation de cette surface sera 


et l’on aura 



r 

it>' 


H 





s =z o- 


L'équation (H), qui appartient aux deux ligues de cour- 


bure , devient ainsi , en posant - = A , a (a — 5) — B , 

AXY (£) + {X ‘ - K *' + B) t: ~ XJ = °' 

Si l’on diÜ'érenlie celte équation , on obtient 



Si l’on tire de la précédente la valeur de x * — Ay' -f- B , 
et qu’on la reporte dans la dernière, ou trouve 


xjr 


d'y 

dx' 




') 


=r o. 


Divisant par xy 


dy 

Tbc' 


elle devient 


d'y dy 

de' dx I 

dy y x 

dr 
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Les trois termes étant des dérivées exactes, on aura, en 
intégrant , 


, 1 dr . 


‘h 

dx 


d’où l’on tire, en intégrant de nouveau, 


y’ Cr’ 4- C'. 


Mais celte équation , avec deux couslaulcs arbitraires, est 
l'intégrale de l’équation du second ordre , et doit renfer- 
mer, comme cas particulier, celle de la proposée. En sub- 
stituant cette valeur de y dans l'équation du premier 
ordre, on trouvera entre C et C' une condition qui ré- 
duira ces constantes à une seule. Celte condition est 
BC 

C' = - - ^ , de sorte que l’équation générale des lignes 

de courbure du paraboloïde est 


r* 


= Cr' 4- 


BC 

i 4- AC* 


ou, en substituant à A et B leurs valeurs, 


y‘ = Ci-’ 4- 


ba ( a — b) C 
b + aC 


Ces courbes se projetteront donc sur le plan des x et y 
suivant des hyperboles ou des ellipses , suivant que C sera 
positif ou négatif. 

La valeur de cette constante sera déterminée si l’on 
donne les coordonnées x\ y', du point de la surface par 
lequel on veut faire passer la ligne de courbure : on aura 
ainsi l'équation 


ou 


y' 1 -Cc ,! + 


bn (a — b) C. 
b -f- flC 


({x C' 4- [6a- '' — tiy ' z 4- ab [a — 6)] C — by' 2 = o -, 
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d'où l’on tire pour C des valeurs réelles inégales, l’une 
positive et l'autre négative, que nous désignerons par a 
et — c . Les équations des deu \ lignes de courbure qui sc 
croisent au point donné ont donc pour équations 

ib [a — b) a 


et 


y' = -+- 


X‘ — — Sx 1 •+* 


nb ( a — b) 6 


«€ ■ 


Si l’on suppose a > />, la parabole, située dans le plan 
des x et c, est celle qui a le plus grand paramètre. Les 
hyperboles suivant lesquelles se projettent les lignes de 
courbure ont alors leur axe réel dans la direction de l'axe 

j i /«A n — b) -j. .. 

des y, et sa longueur est w — ^ •, elle est maxi- 

mum pour « = do , et sa valeur est ^ b (n — b ) ; les hyper- 
boles sc réduisent alors .à l'axe des ) . Un voit donc qu’en 
portant sur l’axe des y, de part et d’autre de l’origine, 
des longueurs égales à v'7' (« — A) , on aura les limites 
entre lesquelles tombent les sommets des hyperboles, qui 
sont les projections d'un des systèmes de lignes de cour- 
bure. 

L’équation qui représente les projections des lignes de 
l’autre système donne toujours des ellipses réelles, parce 

que l’on a ao — b > o, ou 6 > -• En eflèt, si l'on sub- 
stitue — - à C dans l’équation qui détermine cette con- 
stante, on trouve un résultat négatif ; et, comme clic n’a 
qu’une seule racine négative, cette racine est numérique- 
ment plus grande que ainsi l’on a o>-, quels que 

soient x' , et l’équatiou ne donne que des ellipses 
réelles. 
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Le demi- axe des x est égal à y/ — 


-*>) 


et le deirn - 


axe des 




— b)?. 


La valeur minimum de ce der- 


nier correspond à ê = oo, et est \ : b(a — £»); elle donne 
les mêmes points déjà trouvés pour la limite supérieure 
des axes réels des hyperboles. Dans ce cas, l’ellipse se 
confond avec une partie de Taxe des y. 

Si l’on a x = o, une valeur de C est infinie; l'autre 


est positive si l’on a y < y' b(a — b), et négative dans 
le cas contraire. Dans le premier cas, les deux lignes 
de courbure sont une hyperbole et l'axe des y, dans le 
second cas, elles se composent d'une ellipse et de l’axe 
des y. 

Si_y' = o, une des valeurs de C est nulle, et l’autre 
négative. Les deux lignes de courbure soûl alors une 
ellipse et l’axe des x. 

255. Les équations qui déterminent les ombilics de- 
viennent, dans le cas que nous examinons, 


xy = o, a (y'- b') — b v V -4- ri’) ; 


ce (jui donne les deux systèmes 

,r = o, y — ÛZ^b(a — b), et y = o, x,= zh\a[b — a). 

On voit qu'un seul donne des coordonnées réelles ; cl, 
dans le cas actuel , c’est le premier, puisque nous avons 
supposé a > b. Il y a donc deux ombilics dans le para- 
boloïde elliptique; ils se trouvent sur la parabole prin- 
cipale qui a le plus petit paramètre, et ne sont autre 
chose que les deux points que nous avons déjà reconnus 
comme limite des sommets des lignes de courbure. 

256. Si le paraholoïde est de révolution, les ombilics 
se confondent avec le sommet. Les deux valeurs de Ci 
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deviennent — et — t ; et les équations des ligues de cour- 
bure sont 

y'i 

.r 1 = — x-, et y 1 -+- x* = <»; 

X * 

la première représente tous les plans passant par l’axe 
de révolution, et la seconde, des cylindres ayant pour 
base, sur le plan xy, des cercles de rayon arbitraire, 
ayant leur centre au sommet. Les lignes de courbure sont 
donc les méridiens et les parallèles, comme cela a lieu 
dans toutes les surfaces de révolution. Quant au lieu des 
centres de courbure, il se compose évidemment de l'axe 
de révolution et de la surface engendrée par la révolution 
de la développée de la courbe méridienne autour du même 
axe. 


Nouvelle théorie de la courbure des surfaces. 

2o7. Pour avoirune idée nette de la forme d'une surface, 
dans le voisinage d’un quelconque de ses points, il ne suffit 
pas de connaître la forme des sections faites par des plans 
passant par la normale en ce point, quoique ces courbes 
déterminent tous les points de celte surface. Il est encore 
nécessaire de connaître la loi suivant laquelle varie la 
direction de la surface elle-même, ou de son plan tangent 
quand on marche suivant une quelconque de ces courbes, 
ou quand on passe de l’une à l’autre. Ainsi, la courbure 
des sections normales, d’où se déduit d’ailleurs celle des 
sections obliques, ne suffit pas pour donner, dans le voi- 
sinage du point, une connaissance approfondie delà forme 
d’une surface. Elle ne fait connaître que la loi d’inflexion 
des courbes tracées sur cette surface, et non la loi d'in- 
flexion de la surface elle-même. r 

I. ingénieuse théorie des tangentes conjuguées ne suffit 
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pas non plus pour remplir col objet; car, quoique la 
dépendance des directions de ces deux tangentes soit liée 
d'une manière intime à la forme de la surface, elle ne 
saurait en donner une idée nette, parce qu'elle en est une 
conséquence très-éloignée. 

On voit donc ce qui manque encore dans l’étude que 
nous avons faite jusqu’ici de la forme des surfaces. Nous 
la compléterons au moyen d une considération nouvelle, 
due à M. Bertrand. C’est de son Mémoire que nous avons 
extrait les diverses propositions que nous allons exposer, 
et qui constituent réellement une nouvelle théorie de la 
courbure des surfaces. 


2,'i8. Soieut A ( fig. 9 ) un point quelconque d’une sur- 
face, et AZ la normale. Menons par AZ des plans daqs 
toutes les directions, et sur chaque courbe d intersection 
de ces plans et de la surface prenons, à partir de A , une 
longueur infiniment petite, AM = £; celle longueur, di- 
visée par l'angle des tangentes extrêmes , donnera le rayon 
de courbure de cette courbe au point A. 

Soit maintenant MX la normale à la surface en M. Sa 
direction sera déterminée par les angles qu’elle fait avec 
trois axes rectangulaires, par exemple la normale AZ, 
et deux droites AX, AV menées à angle droit dans le plan 
tangent eu A. Pour obtenir des expressions plus simples 
pour les cosinus des angles cherchés, nous choisirons 
pour les axes AX , AV les deux directions pour lesquelles 


d'i ...... , 

on a — nul a 1 origine. Ce système est unique en gé- 
néral ; on l’obtient eu faisant disparaître le rectangle xy 
dans le développement de la valeur de z suivant les puis- 
sances croissantes de x et y. La discussion çsl la même 
que celle que l’on fait dans la théorie des courbes du se- 
cond degré; et si , après la disparition du terme renfer- 
mant .r>-, les coefficients dex* et y 1 étaient égaux . tout 


Digitized by Google 



ST.CONDF. PARTIR. 


3, î 

système <1 axes rectangulaires jouirait de la propriété de 
faire disparaître ce même terme. Cela posé, faisons, en 
général . 

ri z dz dt d'z d’z 

fil ! ’ dy dx 1 ’ dxdjf ’ dy 1 ’ 

on aura, à l’origine. 

I> = O, ’/ — O) s = o. 

Si l'on désigne maintenant par X, Y, Z les angles que fait 
avec les axes la normale en un point quelconque de la 
surface, on aura, comme on le sait, 

cosX = Ip , cos Y = >7, cnsZ = — À, 

la valeur de X étant 

V’ i -+■/>’ -+■ q- 

le double signe correspondant aux deux sens de la nor- 
male. 

Appliquons ces formules au point M , et désignons 
par a l’angle que fait avec ZAX la trace AC du plan de la 
section sur le plan tangent -, les trois coordonnées x, y, «du 
point M seront respectivement , en négligeant les infini- 
ment petits du second ordre, £ rosa , e sin a , o. Pour con- 
naître les valeurs de ),/>, Itj, — X au point M, il suffit 
d’ajouter à leurs valeurs en A les accroissements qu'elles 
subissent par les changements infiniment petits que re- 
çoivent les coordonnées quand on passe de l'origine A au 
point M. Or, au point A , on a 

dp dt/ 

P — o , 7 = 0, ,t = — = — =0, et 1=1, 

en choisissant le signe supérieur du radical. On aura donc, 
au point M, 

(C cosX = ir cosot, cosY = sfsinot, cosZ = — i, 


Digitized by Google 


COURS II AMAI vsr. 


3 1 S 

les valeurs de r et t se rapportant à l’origine, ’l'elles sont 
les formules très-simples qui déterminent la direction 
d’une normale quelconque infiniment voisine de la pre- 
mière. Elles forment la base de la théorie que nous allons 
exposer. 

259. Nous avons dit que ce qu’il fallait connaître, 
c’était la loi suivant laquelle varie la direction de la nor- 
male à la surface dans le voisinage du point A. Or, c'est à 
quoi l’on parviendra en exprimant, au moyen de a. et £ : 
i° l’angle que fait avec AZ la projection de la normale 
MN sur le plan de la section ; a° l’angle de MN avec sa 
projection, c’est-à-dire avec le plan AZM. On peut re- 
marquer que la première de ces deux coordonnées angu- 
laires détermine la courbure de la section normale AZM. 
Considérons d’abord le premier de ces deux angles : il 
est complément de celui que MP forme avec AU; et, en 
négligeant toujours les infiniment petits de second ordre, 
ce dernier est le même que celui de MN avec AU, parce 
que le plan de l’angle infiniment petit NMP est perpen- 
diculaire au plan ZAU, et ses côtés font des angles finis 
avec AU. Mais, d’après les formules (t), le cosinus de 
l’angle de MN avec AU, qui est égal à 

cosX cos* -t- cos Y sin a, 

aura pour valeur 

J(rcos J a-t- fsin’a). 

C’est le sinus de l’angle de contingendo de la section, ou cet 
angle lui-mème. En le divisant par l’arc d, on aura la 
courbure que nous désignerons par v ; ce qui donnera la 
formule 

( 2 ) v — r cos' a -t- t sin 1 a. 

260. Passons maintenant au second angle NMP. Il est 
évidemment le complément de celui que MN fait avec la 
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perpendiculaire au plan ZAU. Prenons la direction de 
cette dernière dans le sens où elle fait avec AX l’angle 

a -4- - > et cherchons le cosinus positif ou négatif de l’angle 

qu'elle fait avec MN : ce sera le sinus de NMP, ou cet 
angle lui-mème, considéré comme positif quand la nor- 
male .MJN sera du même côté de ZAU que la droite menée 

sous l’angle «+^, et négatif quand il sera du côté op- 
posé. 

f. 'expression de ce cosinus est 


ou 

ou encore 


cosX cos 




cos Y cos * , 


< sina cosa (t — /•), 


('-')• 


Si donc nous désignons par w l’angle positif ou négatif 
NMP, nous aurons 

(3) w = -jt(f — /-)sinaa. 

Les formules (a) et (3) donnent l’expression des deux 
quantités que nous nous proposions de déterminer; nous 
allons en développer les principales conséquences. 

2t>1 . Conséquences de In formule (3). — Si nous sup- 
posons £ constant, l’angle eo variera proportionnellement 
au sinus du double de l'angle a ; d’où il résulte immé- 
diatement qu’il est nul pour les quatre valeurs particu- 
lières 

jr 3 tt 

jl — O, « = -i a = ir, a = — , 

2 2 

c’est-à-dire quand le point M se déplace suivant l’une 
quelconque des deux directions AX , AY. 

On voit de plus que l’angle 'ù ne peut devenir nul pour 
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aucune autre direction, à moins que I on n’ait t = r ■ 

auquel cas il est nul pour toute direction. 

Nous obtenons ainsi cette propriété remarquable : 

En tout point d'une surface quelconque , il existe 
deux directions rectangulaires , telles que les normales 
à lu surface menées par les points infiniment voisins 
du premier dans l’une quelconque de ces deux direc- 
tions , sont situées dans le plan normal conduit suivant 
cette direction ; elles sont donc dans un plan contenant 
la première normale, et, par conséquent , la rencon- 
trent. Lorsqu'il y a plus de deux directions jouissant de 
cette propriété, toutes les autres en jouissent. 

Nous donnerons à ccs deux directions remarquables la 
dénomination de directions principales. 11 ne faut pas 
oublier que nous avons négligé les infiniment petits du 
second ordre. Ainsi l’on doit entendre que les normales , 
menées par les points situés à une distance infiniment 
petites les unes des autres dans ces directions, peuvent 
bien ne pas réellement se rencontrer, mais que leur plus 
courte distance, si elle n’est pas nulle, ne peut être qu’un 
infiniment petit d’un ordre supérieur au premier. 

On a donné un nom particulier aux courbes tracées sur 
une surface, et qui, en chacun de leurs points, ont une 
direction qui jouisse de la propriété que nous venons de 
reconnaître; on les nomme des lignes de courbure. On 
peut évidemment en faire passer deux par un point quel- 
conque de la surface. 

262. La formule (3) conduit à une proposition géné- 
rale', que nous allons faire connaître, et d’où nous aurions 
pu déduire la précédente; mais celle-ci se présentait si 
naturellement, que nous avons cru devoir la faire remar- 
quer immédiatement. Si nous considérons les deux direc- 
tions déterminées par les angles a et a + a ayant une 
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valeur quelconque , les deux valeurs de co seront égales et 
de signes contraires; donc, en ayant égard au sens dans 
lequel nous avons fait voir qu’il fallait porter l’angle w, 
suivant qu’il était positif ou négatif, nous pouvons établir 
la proposition suivante : 

Si, en un point quelconque d'une surface, nous con- 
sidérons deux directions rectangulaires sur lesquelles 
nous prenions des longueurs infiniment petites égales , 
et que, par leurs extrémités , nous menions des normales 
à la surface, ces normales feront respectivement des 
angles égaux avec les plans menés par la normale au 
premier point et chacune des deux directions ; et, de 
plus , elles seront toutes les deux comprises i/ans l’angle 
dièdre droit que forment les deux plans , ou toutes les 
deux en dehors. 

Cette propriété, découverte par M. Bertrand, renferme 
évidemment la précédente, comme il l’a fait voir. En effet , 
puisque le sens dans lequel il faut porter l’angle m change 
en passant d’une direction à celle qui lui est perpendicu- 
laire, il y a nécessairement une direction intermédiaire 
pour laquelle l’angle w est zéro. 11 est donc nul aussi pour 
la direction perpendiculaire à celle-ci , et l’on retombe 
ainsi sur la proposition précédente. 

203. Conséquences de la formule (a). — Considérons 
deux directions rectangulaires quelconques correspon- 
dantes aux angles a et a + Désignant par v, v les cour- 
bures de ces deux sections normales , nous aurons 


d’où 


v = rcos’a -f- fsjn’a, 
v' fcr rsin’« -f- te os’a; 

i> -+- i>' = r -f- t. 


On arrive donc à ce théorème remarquable : 
a* édit. 


31 
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Dans toute, surface , la somme des courbures de deux 
sections normales faites en un même f>oint par deux 
plans rectangulaires quelconques est constante. 

Cette somme est donc celle qui se rapporte aux deux 
sections qui passent les directions principales en ce point, 
puisque ces directions sont rectangulaires. Les valeurs 
de v qui s’y rapportent s’obtiennent en donnant succes- 
sivement à a. les valeurs o et elles sont donc r et t. 

2 

On peut remarquer que l'expression de v , donnée par 
la formule (2), reste la même quand on change « eu 
27 î — a. D’où l’on conclut que, pour deux plans normaux 
symétriques par rapport à l'un quelconque de ceux qui 
passent par les directions principales, la courbure des 
sections est la même. 

On peut encore faire uni: autre observation, qui 11 est 
pas sans intérêt : si l’on partage en parties égales infini- 
ment petites l’espace angulaire autour d'un point quel- 
conque d’une surface, et qu’on fasse passer des plans par 
ces lignes de division et la normale , la moyenne des 
courbures de toutes ces sections sera la demi-somme des 
courbures principales, c’est-à-dire des courbures des sec- 
tions principales. Car on peut partager toutes ces sec- 
tions en groupes de deux sections ayant leurs plans per- 
pendiculaires; et comme dans chaque groupe la somme 
des courbures est la demi-somme des courbures princi- 
pales, la moyenne générale sera aussi cette demi-somme. 
Enfin cette courbure moyenne n'est autre chose que celle 
de la section équidistante des deux sections principales. 

Car, en faisant a = on trouve 

’ i 

, _ r -+- * 

2 

2 til. Lorsque les coefficients rel / sont de même signe. 
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auquel cas on peut les supposer positifs, puisque eela 
ne dépend que du sens dans lequel on prend z positif, il 
est facile de voir qu’il existe un maximum et un mini- 
mum pour la courbure des sections normales. F.n elfet, 
la valeur de v peut se mettre sous la forme 

v — r -r (f — r) sin 1 a , 


et l’on reconnaît immédiatement que, si l’on ai — ;>o, 
la plus petite valeur de v correspond à a = o, et sa plus 

grande à a = ces valeurs sont rel t. L’inverse a lieu 
2 

si l’on a t — r<i o ; d'où l’on conclut ce théorème : 

De toutes les sections, normales faites en un même 
point d’une surface , celles qui passent par les directions 
principales en ce point , présentent le maximum et le 
minimum de courbure. 

Nous donnerons à ces deux sections particulières le 
nom de sections principales. 

205. Supposons maintenant que /■ et t soient de signes 
contraires, et que r, par exemple, soit positif, A partir 
de a = o, qui donne v = r, v va en diminuant jusqu'à o, 

f 

qui correspond à tanga = -• 11 devient ensuite négatif, 

ce qui apprend, comme nous l’avons fait remarquer, que 
le rentre de courbure passede l’autre côtédu plan tangent. 

Pour a = v prend sa valeur maximum, qui serait un 

minimum si l’on faisait abstraction du signe. Il passera 
ensuite symétriquement par les mêmes valeurs dans 
les trois autres angles droits. On retrouve ainsi les ré- 
sultats dfîjà obtenus par d’autres considérations. Il en 
serait de même pour le cas où l’un «les coefficients r, t 
serait nul. 

21 . 
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Théorème de M. Dupin sur les surjaces orthogonales. 

Ce théorème consiste en ce que : Si trois séries con- 
tinues de surfaces sc coupent mutuellement , et de telle 
manière quelles soient à angle droit en chaque point 
de leur rencontre , ces lignes tT intersection seront pour 
chaque surface ses lignes de courbure. 

M. Bertrand a déduit de sou théorème fondamental 
une démonstration très-simple de celte proposition. Con- 
sidérons, eu effet, trois séries de surfaces orthogonales , 
et soient en un point A ( Jig . 10) AX, A Y, AZ les tan- 
gentes aux courbes d’intersection des surfaces que doii7 
nent respectivement en ce point les trois séries que l’on 
considère. Prenons sur ces courbes les points M , N , P à 
des distances infiniment petites égales du point A. En 
chacun de ces points les normales aux deux surfaces qui 
y passent sont perpendiculaires. Soient a , ë , y et a', ë', y 
les angles que font respectivement avec les axes AX , AY, 
AZ les deux normales M/» , Mm', on aura alors 

cosacosa' 4 - eosO cos S' 4 - cosy COS7' = o. 

Or a et a' di fièrent infiniment peu d’un angle droit, et o, 
y' sont infiniment petits : cette équation deviendra donc, 
en négligeant les infiniment petits du second ordre, 

(<?) cos S' 4 - cosy = o. 

Soient de même « ,, c,, y, et a 1 , §*,, les angles corres- 
pondants respectivement aux Monnaies Mm , Nn', et enfin 
or,, ©t> 7*, a',, êj, ceux qui correspondent aux nor- 
males IV, IV : on aura semblablement 

[h) eus y ’, 4- rusa, = o 

(r) cos -j\ 4- cos S, = o 
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Ces trois équations a , c résultent de ce que les trois 
surfaces sont rectangulaires en tous les points de leurs 
intersections respectives. Maintenant, d'après le théo- 
rème de M. Bertrand sur les normales à une même sur- 
face , on aura les trois suivantes, dont la première se 
rapporte à la surface qui a pour normale AX, la seconde 
à celle qui a pour normale AY, et enfin la troisième à 
celle dont la normale est AZ : 


w 

cos 6, = cos 7 , 

M 

cos 7 =: cos a , 

(/) 

cosa, = cos 6'. 


La combinaison de ces équations avec les trois premières 
conduit facilement à la démonstration de la proposition-, 
que nous avons en vue. En cfi’et, si nous reportons dans 
les premières les valeurs de trois des cosinus qui entrent 
dans les dernières, par exemple ceux qui forment les 
premieré membres , il vient 

cos 6 '-t- cosa', = o, cos'/, -4- cos 6 '= o, cosa',-f- cosy',= o. 

Ajoutant les deux premières et retranchant la troisième, 
on obtient 

2 cos 6 ' = o, ou eos 6 '=o, 

équation qui en entraîne immédiatement cinq autres; de 
sorte que l’on a 

COS <>' = O, COS7 = o‘, cosa', — o, 
cosS, = o, cosy', = o, cosa, = O. 

La première exprime que la normale Mm' est dans le 
plan ZX, et par conséquent rencontre la normale AZ; 
d’où il suit que AM est dans la direction d une ligne de 
courbure de la surface à laquelle AZ est normale. Il en 
serait de même des autres; de sorte que ces six équations 
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démontrent que les trois intersections des surfaces pro- 
jKJsées sont sur chacune d’elles dans les directions de ses 
ligues de courbure. 

Celte propriété ayant lieu en tous les points d'une 
quelconque de ces courbes , elle ne sera donc autre chose 
qu’une ligue de courbure de chacune des surfaces dont 
elle est l’intersection. On peut donc énoncer le théorème 
suivant, qui est celui de M. Dupin : 

Lorsque trois séries de surfaces se coupent orthogo- 
nalement , leurs intersections ne sont, autre chose que 
leurs lignes de courbure respectives. 

. Et comme dans les calculs précédents on n'a fait entrer 
que la considération des trois surfaces qui passent au 
point A , on peut énoncer le théorème suivant, qui en- 
traîne celui de M. Dupin : 

Si trois surfaces se coupent de manière à être nor- 
males en tous les points où elles se rencontrent , les 
courbes d'intersection seront , sur chacune des trois sur- 
faces, tangentes aux lignes de courbure menées par le 
point commun aux trois surfaces. 

Remarques générales sur les systèmes de droites mcuées 
par tous les points de l espace. 

266. Les propriétés que nous avons déduites de la for- 
mule (3), relativement aux normales à une même surface, 
sont caractéristiques ; c’est-à-dire qu’elles n'auraient pas 
lieu relativement à un système de droites dont la posi- 
tion serait déterminée pour chaque point de l’espace par 
des fonctions continues de ces coordonnées, mais qui ne 
seraient pas normales à une série de surfaces. 11 n’en est 
pas de môme des propriétés déduites de la formule (a) ; 
elles ne caractérisent pas spécialement les normales à une 
même surface. _Nous allons démontrer ces propositions 
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remarquables, qui se trouvent encore dans le Mémoire de 
M. Bertrand. 

Soient X, Y, Z des fonctions coutinucs des coor- 
données rectangulaires x,y, z d’un point quelconque t 
elles déterminent pour ce point une droite unique qui 
fait avec les axes des angles dont les cosinus c, c, c" sont 
proportionnels à ces fonctions. Si l’on pose 


\/X’ -t- Y ! + Z* = D, 

et que l'on considère toujours le sens correspondant au 
signe -4- de ce radical, ces cosinus auront pour valeurs 


(«) 



SoicntmaintenantM un point quelconque de respaeeayanl 
pour coordonnées x, y, z ; MX la direction déterminée 
par les équations (i); MU, M Y deux directions faisant 
des angles droits l’une avec l'autre, et avec MX ; n, a, a 
et b , b', b" les cosinus des angles qu’elles font respective- 
ment avec les axes. Prenons, sur ces directions, deux 
longueurs infiniment petites, MD = MD = e, et aux 
points D, D' menons les droites DP, 1)'P', déterminées 
encore par les équations (i) au moyen des coordonnées de 
ccs points respectifs. 

Cela posé, nous allons démontrer d'abord la première 
proposition que nous avons énoncée, et qui consiste en ce 
que les lignes DP, D'P' ne feront des angles égaux avec 
les plans X MD, X MD', et dans le sens indiqué, que lors- 
qu'il sera possible de faire passer par un point arbitraire 
de l’espace une surface qui , en chacun de ses points , soit 
normale à la droite déterminée par les formules (i). Dé- 
terminons d’abord l’angle a) de DP avec le plan XMU, 
ou son complément , qui est l’angle de DP avec MV. 
Remarquons, pour cola, que les coordonnées du point D 
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seront 


cours u’akalvsf.. 


y -y- a' t , s -t- a"i , 

et que les fonctions c, c, c" de x,y, z deviendront res- 
pectivement, pour ce point, 


( 2 ) 


C -f- c 


c' -H « 


C - f- « 


I (IC 

V Tx 
( a 
( a 


de' 

dx 

de" 

dx 


dc -i. dc \ 

Ty + a dz)' 


ne ne \ 

+ “ * ) 

*•£) 


de’ 

dÿ 


D’après ces valeurs des cosinus des angles de DP avec les 
axes , le cosinus de l’angle de DP avec MV, ou le sinus de 
l’angle w, ou enfin cet angle lui-iuème, puisqu’il est infi- 
niment petit, aura pour expression, en observant que 
l’on a hc -f- b'c + b"c = o, 


, { dc , de „ dc\ , . [ de 1 , de’ dc'\ 
: ' b [ a Tx+'dï + ° dz) + ** \ a Tx + a Ty +a dï) 
dc" .de" „dc"\ 

,b \ a d^ + a w +a *)' 


11 est presque inutile de remarquer que, si l’on prenait le 
point 1) sur une courbe quelconque tangente à MD, la 
valeur de « ne subirait aucun changement, puisque nous 
négligeons les infiniment petits du second ordre. 

Si maintenant on veut calculer l’angle de D P' avec le 
plan NMV, cl dans le même sens par rapport à ce plan, 
il faudra, dans l’expression précédente, changer «, à, a " 
en b, b ', et b , b’, b’ en — n, — a, — a. Si donc on 
prend cet angle en sens contraire, ce qui se fera eu 
changeant les signes, on aura, eu le désignant par 
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Ce que nous cherchons, c'est la condition pour que »=»', 
quelle que soit la direction ML. Or, en formant la difi'é- 
rcncc ça — », et se rappelant les formules connues 

nb' — ba! = c", a"b—b"a—c ', a'b" — b'n" — c. 


qui résultent de ce que les trois directions en M sont rec- 
tangulaires comme les axes, on trouvera immédiatement 



La condition nécessaire et suffisante pour que les angles 
ta, w' soient égaux est donc que le second membre de cette 
équation soit nul ; et l’on remarquera que, comme il ne 
dépend que de quantités constantes pour le même point 
M, s’il est nul pour une certaine direction choisie /;ourMU, 
il le sera pour toute autre. Mais on peut , dans cette équa- 
tion de condition, substituer aux quantités c, c', c" les 
quantités respectives X, Y, Z qui leur sont proportion- 
nelles. Car la forme de cette équation fait reconnaître 
immédiatement que l’introduction d’un facteur commun , 
fonction de .r, y, z , dans les quantités c, c', c", ne produi- 
rait que des termes qui se détruiraient, et un facteur 
commun que l’on pourrait supprimer. 

Ainsi la condition analytique nécessaire et suffisante 
pour l’égalité des angles », »' est 




Or cette condition est précisément celle de l’intégrabilité 
de l’expression 

. \/lx -+• Y tly H- ZAz = o ; 

et, quand elle sera remplie, cette dernière équation re- 
présentera une série de surfaces, en chaque point des- 
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quelles la normale fera, avec les axes, des angles dont les 

cosinus seront proportionnels à Y, Z. X , 

Ainsi , l’égalité des angles ta, w en un point quel- 
conque M de l’espace entraîne cette conséquence , que, 
par un point arbitraire, on peut faire passer une sur- 
face telle, que ses normales sa confondront avec les 
droites du système en question. 

Cette propriété, que nous avions reconuue pour une 
surface quelconque, est donc caractéristique ; elle n’ap- 
partient qu’aux normales à une surface : elle ne subsiste 
plus pour tout autre système de droites. 

207. Le second membre de l'équation (3) ne dépen- 
dant nullement de la direction particulière de MU, il 
s’ensuit que la dilfércncc des angles o>, w', qui est nulle 
dans le cas des normales h une même surface, est con- 
stante pour un même point, lorsque l'on considère un 
système quelconque de droites, déterminées en chaque 
point par des fonctions continues de x, y , z. Cette re- 
marque est due à M. Slurm. 

208. Passons maintenant aux propriétés résultantes de 
la comparaison des courbures des sections normales faites 
dans une surface par des plans formant entre eux un angle 
droit; et voyons si elles sont caractéristiques comme les 
précédentes, ou si elles subsistent lorsqu'au lieu des nor- 
males à une même surface, on considère un système con- 
tinu quelconque de ligues droites. Dans une surface, les 
normales à la section ne sont autre chose que les projec- 
tions des normales à la surface sur le plan de cette sec- 
tion, et la courbure de la section est le rapport de l’angle 
de deux normales infiniment voisines à l’arc compris. 
Nous allons généraliser cette considération pour le sys- 
tème de droites déterminées en chaque point de l’espace 
par les fonctions X, Y, Z. Pour cela, nous ferons passer 
par une quelconque MN de ces droites un plan quelconque 
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N MU, et nous projetterons sur ce plan toutes les droites du 
système qui se rapportent à ses dillërents points. Leurs 
directions étant déterminées en fonction des coordonnées 
de chaque point rapportées , par exemple, à des axes pris 
dans ce plan, on sait qu’il existe une série de courbes nor- 
males à ces droites, parce qu'une équation différentielle 
entre deux variables a toujours une intégrale ; et nous 
considérerons celle de ccs courbes qui passe par le pointM. 
Lorsque le système général des droites deviendra celui des 
normales à une série de surfaces, cette courbe ne sera 
autre chose que la section de la surface passant en M par 
le plan NMU. Cela posé, la courbure ’j de la courbe que 
nous venons de déterminer s’obtiendra comme dans le cas 
où les droites sont normales à une même surface. On 
prendra sur MU une longueur infiniment petite MD = e, 
on mènera par le point 1) la droite NP du système en ques- 
tion , et l’on cherchera le cosinus de l’angle qu’elle fait 
avec MU; il sera le même que celui que la projection de DP 
sur JNMU fait avec MU, et, par conséquent, sera le sinus 
de l’angle de cette projection avec .NM, ou cet angle même. 
Eu faisant usage des formules déjà calculées pour la direc- 
tion I)P, et observant d’ailleurs que 

ac -t- aV -+- a"c * = o, 


on a pour le cosinus de l’angle des deux directions MJN , 
DP, ou pour l'angle de contingence de la courbe dont il 
s’agit : 



En divisant cette expression pars, on aurait la courbure 
cherchée v Mais si , pour simplifier les calculs, on prend 
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la direction MN pour axe des z , on aura a — o, et l'ex- 
pression de v sera, en désignant par oc' l'angle que fera MU 
avec le nouvel axe des x, 


... de [de dc \ . de . 

(4; u — ~r cos » -H I — — h — ) sma cos a -H v- sin ’cc. 

dx \dy dx j dy 

Or cette formule va nous démontrer les mêmes pro- 
priétés que nous ont offertes les sections normales d’une 

surface. En effet, si nous changeons a en a -f- nous 

trouverons, pour la courbure u' relative au plan perpendi- 
culaire «à MMU, 


d’où 


de [de dc \ . de 

— sin ’ a — — — t- — sin a cos a -f- cos 1 a ; 

dx \dy dx I dv 


v - f- u' = 


de 

dx 


dd 

dy 


La somme des courbures relatives à deux plans perpendi- 
culaires entre eux, passant par MN, est donc constante; 
d’où il suit déjà que, si l’une est maximum, l’autre sera 
minimum, et réciproquement. Mais, comme cela n'in- 
dique ni le nombre, ni la position des plans qui sc rap- 
portent à ces maxiina ou niinima , cherchons ; en général , 
les valeurs de « qui peuvent donner de pareilles valeurs 
à u. La règle ordinaire conduit à l’équation 



d’où il résulte que les valeurs de a ne construiront que 
deux directions, à angle droit l'une sur l'autre , et corres- 
pondant. par conséquent, l une à un maximum et l'autre 
à un minimum de courbure. 

On voit donc que les propriétés relatives à la courbure 
des sections normales lie sont pas caractéristiques |>our les 
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surfaces; car elles se retrouvent pour tout système de 
directions déterminées en chaque point par des fonctions 
continues quelconques des coordonnées de ce point. Cette 
distinction, faite par M. Bertrand, entre les propriétés 
qui conviennent à tous les systèmes et celles qui ne con- 
viennent qu'aux normales à une série de surfaces, mérite 
une attention particulière. 

269. Nous terminerons cette discussion par la re- 
cherche des directions perpendiculaires à MN (Jïg. 1 1 ) , 
suivant lesquelles il faudrait marcher pour que les droites 
infiniment voisines se rencontrassent. On sait, par ce qui 
précède, qu’il ne peut y en avoir deux rectangulaires en 
chaque point; car alors les droites proposées seraient 
normales h une même surface; mais on ignore s’il en 
existe, et comment elles se trouveront situées. 

Soit MU une direction telle, que la droite N P du sys- 
tème, menée par le point D situé à une distance infini- 
ment petite e de M, rencontre MN , eu négligeant tou- 
jours les infiniment petits du second ordre. 

11 est nécessaire et suffisant , pour cela , que l’angle «, 
exprimé par la formule (3), soit nul. Cette condition 
sera plus facile à interpréter si l'on prend la droite MN 
pour axe des z; on aura alors 

a" — o, b" =z o; 

et si l’on désigne par a l'angle de MU avec Taxe des x, 
d'où résultera 


a =r cos a, a' — sin * , b — — sin a, b' — cos a , 


l’équation qui exprime la rencontre de MN avec les droites 
infiniment voisines devient 


f/c . 

— sin 3 a sin a cos a 

ft Y 


.de 

dc'\ 

de 

\,lx ' 

■ ' 

~ 7Û 
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ou, en divisant par cos 5 a , 

c/c /c/c c/r'\ c/c' 

(g) - rang’ a + ( - - ^ ) .ang » - ;£ = «■ 

Celte équation étant du second degré, prouve qu’en cha- 
que point il y a deux directions, au plus, jouissant de la 
propriété en question , si 1 on excepte les points singuliers 
pour lesquels les trois coefficients seraient nuis, auquel 
cas toute valeur conviendrait pour a. On peut d’ailleurs 
facilement vérifier que ces deux directions, lorsqu’elles 
existent, ne peuvent être à angle droit en chaque point, si 
les droites du système ne sout pas normales à une même 
surface. En effet, la condition diutégrabilité de l'équation 

Xdi -+■ Y dy -+- Ztlz = o 

n'ayant pas lieu, on n’a pas , à l'origine des coordonnées, 

c/X rfY de de' 

dy dx dy dx 

donc le produit des racines de l’équation {g ) , qui est 
de' 

— , n'est pas égal à — i , et , par conséquent , les di rcc- 

dy 

tions données par les deux racines de celle équation ne 
sont pas rectangulaires. 
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